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OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRILERIN OLUSUMU
SUMEYRA DEMIR

Antik Yunan Dénemi'nde olusturulan Oklidyen Geometri iki bin yil boyunca dogrulugu
sorgulanmaksizin tek geometri sistemi olarak kabul edilmigtir. XIX. ylUzyila gelindiginde ise
Oklidyen geometrinin postulatlar degistirilerek farkli geometri sistemleri elde edilmistir. Dar bir
bakis acisiyla, sadece postularin degisimiyle Oklidyen olmayan geometri sistemlerinin
olusturuldugu iddia edilebilir, fakat daha genis bir bakis ac¢isiyla bakiimak istenirse o zaman bu
yeni geometri sistemlerinin olusumunda bitin sire¢ gézden gegcirilmelidir. Bu tezde bu sireg¢

genis bir bakis agisiyla incelenmigtir.

Tezde Oklidyen olmayan geometrilerin nasil olustugu sorusu arastiriimistir. Bu soruyu
yanitlayabilmek amaciyla su ¢ asama incelenmistir: bu olusuma katkida bulundugu disinilen
bilimsel gelismeler, Oklidyen olmayan geometrilerin Uretilmeleri ve bunlarin gegerli olarak kabul
edilmeleri. Dolayisiyla bu tez, Antik Dénem’den XX. yuzyil basina kadar olan sireci kronolojik
olarak tarayan bir geometri tarihi ve geometri felsefesi arastirmasina dénismustur. Bir geometri
sisteminin degdismesi icin sadece postulatlarin degil, dustince yapisinin da degismesi gerektigi
ortaya konmus, bu duslince yapisinin degismesine katkida bulunan geometri, felsefe, sanat
gibi alanlar incelenmigtir. Ayrica degisimin anlasilabilmesi ve kabul gérmesi icin yapilan Erlanger

programi tarzi katkilar gosterilmigtir.

Tanimlayici arastirma metodu benimsenmis; incelenen katkilar arasinda neden-sonug
iliskisi kurulmus ve bu katkilara agiklik getirmeye calisiimistir. Ayrica konuyla ilgili veri analizi

yapilmigtir.

Anahtar sodzciikler: Geometri, Oklidyen geometri, Oklidyen olmayan geometri, paralel postulati,
perspektif, izdlisiim geometri, hiperbolik geometri, eliptik geometri, Lobachevski, Riemann, grup

teorisi.



ABSTRACT

DEVELOPMENT OF NON-EUCLIDEAN GEOMETRIES
SUMEYRA DEMIR

Euclidean Geometry was accepted without question as the only geometrical system for
two thousand years. In the 19th century, different geometrical systems were derived by altering
the postulates of Euclidean geometry. From a narrow point of view, it can be asserted that
non-Euclidean geometrical systems were constituted only by changing the postulates. However,
from a wider point of view, the entire process of construction of these new geometrical systems

must be investigated. In this thesis, this process is examined from a wider point of view.

This thesis aims to answer the question of how non-Euclidean geometries were created.
In order to answer this question, the following three stages were analyzed: scientific
developments that supposedly contributed to the creation of non-Euclidean geometries, the
creation of non-Euclidean geometries and their validity. Therefore, this thesis has become a
study of history of geometry and philosophy of geometry which chronologically scans the
process from Antiquity to the beginning of the 20th century. It is shown that, changes in the
postulates are not enough to change a geometrical system, but also some change in the way of
thinking is needed. Areas which contribute to the change in the way of thinking, such as

geometry, philosophy and art, are examined.

Descriptive research method is followed, cause-effect relations are established and the

contributions are clarified. Besides, relevent data have been analyzed.

Keywords: Geometry, Euclidean geometry, non-Euclidean geometry, parallel postulate,
perspective, projective geometry, hyperbolic geometry, elliptic geometry, Lobachevsky,

Riemann, group theory.



ONSOZ

Oklidyen olmayan geometrilerin (retiimesi geometri tarihindeki en biylk devrimlerden
biridir. Antik Yunan'da olusturulan Oklidyen geometri ile Oklidyen olmayan geometrilerin
olusumu arasinda iki bin yillik bir siire vardir. Oklidyen olmayan geometrilerin ortaya gikarilmasi
iki bin yillik dogrulugu sorgulanmadan itaat edilen bir sisteme bagkaldiridir. Dugtince yapilarini
inceleyen ve olusturan bir felsefeci igin stiphesiz bdyle bir déntsimin anlasiilmasi énem arz
etmektedir. Tez bu dontsimde etkisi olan gelismelere genel bir bakis acgisi sunmaya calismistir.
Bu gelismelerin felsefe tezine dahil olmasindaki en blyuk etmenlerden biri felsefenin bitinsel

baglayicihigidir.

Oklidyen olmayan geometrilerin (iretiimesine en belirgin katkilar geometri alani disindan
gelmistir: Rénesans ressamlari, teologlar, bilissel psikologlar, fizikgiler, askerler ve tabii ki
felsefeciler. Bu degisik meslek gruplarindan gelen insanlarin ortak 0Ozelligi geometri ile
ilgilenmeleridir. Farkh altyapilara sahip bu kigiler iki bin yillik geometri gelenegine gesitli bakis
acilariyla yaklasabilmiglerdir. Bu cesitli bakis acilari farkli geometri sistemlerinin uretimine yol
acmis ve bu sistemler sayesinde Oklidyen geometrinin tek dogru geometri olmayabilecegi

stiphesi dogmustur. Béylece Oklidyen olmayan geometri sistemleri olusturulmustur.

Geometri sistemlerinin cesitliligi sayesinde geometri ile ilgili felsefi fikirler derinlesmis ve
geometri felsefesinin alani geniglemistir. Geometri felsefecileri geometrinin fiziksel uzayi temsil
edip etmedigini sorgulamaya baglamistir: geometri fiziksel uzaydan tiretilerek soyut bir sisteme
mi donustirildi yoksa soyut sistemde olusturulduktan sonra fiziksel uzaya mi atfedildi?
Geometri nesnelerinin varligi ve geometrinin anlamlihgi baslica tartisma konulari olmustur. Bu
tez, geometri ile ilgili yapilan tartigmalarda geometri felsefecilerine Oklidyen olmayan
geometrilerin olusum sirecini anlamlandirmalarina yardimci olmak amaciyla hazirlanmistir. iki
bin yil boyunca neden Oklidyen olmayan bir geometrinin Uretilemedigi sorusunun cevabi bu
surecte neler yapildigina bakilarak bulunabilir. Tezde bu slre¢ ortaya konarak geometri

algisinin nasil bir degisimden gectigi de gdosteriimeye calisiimistir.

Tez konumun belirlenmesinde bana ilham kaynagi olan hocam Prof. Dr. Safak Ural'a,
her tarlG bilgi ve deneyimiyle bana yol gdsteren ve destegini higbir zaman esirgemeyen tez

danismanim Dog. Dr. Nazli inéni'ye, akademik alanda ilk adimlarimda yanimda bulunan ve



ihtiyacim oldugu anda yardimlarini esirgemeyen bitiin istanbul Universitesi Felsefe Bolimii
dgretim gorevlilerine, Hasan Umit Ezerge ve Yard. Dog. Dr. Sinan Kadir Celik’e, bu zorlu suregte
manevi destekleriyle yola devam etmemi saglayan ailemden babam Ali Yasar Demir, agabeyim
Hasan Basri Demir, ablam Siimeyye Demir ve arkadaslarimdan Miige Onder, Gonca Tiirgen,
Didem Atayurt, Rabia Ceran, Ezgi Ulusoy, Dr. Sezen Vatansever, Nurbanu Tirgen’e, tez yazim
surecinde Kkaliteli fiziki ortami saglayan Salt Galata ailesine ve bilginin peginden gitmemi

tembihleyen, bana en blylk emegi veren rahmetli annem Ayse Demir'e tesekkir ederim.
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GIRIS

Oklidyen olmayan geometrilerin kesfi, geometri tarihi ve felsefesi agisindan bir dénim
noktasidir. XIX. ylizyilda Oklidyen geometriye alternatif olarak olusturulan bu geometri sistemleri
sadece geometri icerigini dedistirmekle kalmamis, geometri algisi ve dogrulugu dahil birgok
felsefe sorusunun dogmasina dnayak olmustur. Bu tezde ise, “Oklidyen olmayan geometrilerin

nasil olustugu” sorusu Uzerine odaklanilacaktir.

Oklidyen olmayan geometrilerin olusumunun anlagilabilmesi icin dncelikle Oklidyen
geometrinin anlasiimasi gerekmektedir. Antik Yunan déneminde olusturulan Oklidyen geometri
yaklasik iki bin yil boyunca dogrulugu kabul edilen bir sistemdir. Bu sistemin bu kadar uzun sire
alternatifleri olusturulmadan siiregelmesi dikkat gekicidir. Ancak alternatiflerinin neden iki bin yil
gectikten sonra olusturuldugu sorusu daha da ilgi gekicidir. Dolayisiyla bahsedilen bu iki bin
yillik stire¢ gbzden gegirilecek ve bu siiregte Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna katkida
bulundugu disitnilen bazi degisimler ele alinacaktir. Bu degisimler sadece geometri alanindan

degil, felsefe ve sanat dahil birgok farkl alanin etkisiyle meydana gelmistir.

Oklidyen olmayan geometrilerin olusumunu ortaya koymayi hedefleyen bu tez su Ug
bolimden olusur: bu olusuma katkida bulundugu dusinilen gelismeler, Oklidyen olmayan
geometrilerin Uretilmesi ve bunlarin kabul edilmesi. Dolayisiyla arastirma, geometrinin tarihsel

gelisimini kapsayacaktir.

Tezin ilk bdlimi geometrinin dogusundan, Oklidyen geometrinin yapilandirildigi Antik
Yunan Dénemi'ne, buradan da XIX. yiizyill Oklidyen olmayan geometrilerin kesfine kadar olan
sireci igermektedir. Bu siiregte yer alan Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna katkida
bulundugu dusindlen degisimler tezin icinde kronolojik bir siralama ile sunulacaktir. Bu bdlim

bes alt-bolume ayrilir.

Tezin birinci bélimdndn ilk alt-bdliminde, geometrinin dogusu Uzerine kisa bir girig
yapilacaktir. Antik Yunan éncesi déneme denk gelen bu dénemde geometrinin sadece sehir

dizenleme, ticaret ve benzeri pratik amaglar i¢in kullanilan, élgim Uzerine kurulu deneysel bir



yapisi oldugu belirtilecektir. Diger bir deyisle, bu dénemin geometrinin sadece fiziksel uzayla

ilgilendigi digtnulen bir ddnem oldugu gosterilecektir.

ikinci alt-bélimde, geometrinin Antik Yunan’da soyut olarak adlandirilabilecek bir yapiya
donlsumu gosterilecektir. Antik Yunan Doénemi ile birlikte geometrinin tanimlarin, aksiyomlarin,
postulatlarin, teoremlerin ve ispatlarin oldugu bir sistem haline nasil ve kimler tarafindan
dénustirildigti adim adim verilecektir. Bu dénemin geometricilerinden biri olan Oklid’in
Elementler basligi altinda doneminin geometri bilgisini sistematik bicimde bir araya getirmesi ve
bdylece daha sonra Oklidyen geometri olarak anilacak geometriyi yapilandirmasi anlatilacaktir.
Birgok geometrici igin tartisma konusu olan Elementlerin iginde tanimlanan postulatlardan

besincisi Uzerine yapilan irdelemeler bu alt-bélimde veriimeye baslatilacaktir.

Tezin birinci bolumunu kapsayan iki bin yiIl boyunca geometriciler, geometri sistemini
saglam temeller Uzerine oturtmak igin Oklidyen geometrinin temelinde bulunan paralel postulat
ispatlamaya c¢alismislardir. Paralel postulatin g6z 6ninde canlandiriimasi kolay oldugundan
dogrulugu sorgulanmamis, fakat mantiksal ya da matematiksel yolla ispat edilmesi o kadar da
kolay olmadigindan XIX. ylzyila kadar ispat denemelerinde bulunulmustur. Jean le d’Alembert,
bu postulati “geometrinin skandal” olarak ilan etmis olmasina ragmen onu ispatlama
galismalari, Oklidyen olmayan geometrilerin olusmasinda en buyik katklyr saglayan
calismalardir. iki bin yil boyunca ispatlanamayan bir postulatin ya hig ispatlanamayacagi ya da
dogrulugu olmadig1 yoninde kugkular dogurmustur. “Paralel postulat kaldirilirsa ne olur” ve “bu
postulat yerine farkli bir postulat konursa ne gibi sonuglar elde edilir’ gibi sorular Oklidyen

olmayan geometrileri olusturan sorgulamalardir.

Uglincli alt-bélimde ise islam geometricilerinin katkilari ile geometrinin daha sembolik
bir hale gelisi gdsterilecektir. Bu, islam geometricilerinin cebirle geometriye yaptigi katki ile
gerceklestirilmistir. Bu alt-bélimde ayrica, Antik Yunan’da Oklid’den sonra gelen filozoflarla ayni
cabaya giren islam geometricilerinin Oklid’in paralel postulatini ispatlama calismalari

gOsterilecektir.

XV. ve XVI. yizyillarin kapsandigi dérdiinci alt-bdliimde, ilk Oklidyen olmayan geometri
calismasi olan, izdiisim geometrisinin olusumu Uzerinde durulacaktir. Oncelikle bu tiirden bir

geometrinin  olusumuna Oncllik eden Rodnesans donemi perspektif c¢alismalarindan



bahsedilecektir. Perspektifin neden ve nasil dogdugu ile nasil izdisim geometrisine donustugu
ortaya konulacaktir. Olugan bu geometri gesidinin, homojen olarak yapilandiriimig olan Oklidyen
geometriden farki irdelenecektir. izdiisim geometrisinin kokenini, ilhamini matematik ve
bilimden ziyade sanattan alan, Oklidyen geometriden farkl ézelliklere sahip ilk ¢calisma oldugu

gOsterilecektir.

Besinci alt-bélimde, XVII. ve XVIII. yiizyillarda Oklidyen olmayan geometri sisteminin
olusturulmasina gecmeden yapilan son katkilar Uzerinde durulacaktir. Paralel postulat
yazildiktan XVIII. ylzyilin sonuna kadar geometriciler, bu postulatin ispatlanabilecedine
inanmiglardir. Bu dénemde farkl ydntemler denemeye baslayan geometriciler, farkli sonuglar
bulmaya da baglamiglardir. Bdylece ‘evrensel geometri’, ‘gériinenlerin geometrisi’ gibi Oklidyen
olmayan geometri igerigine sahip geometriler elde etmislerdir. Fakat bu dénemde Oklidyen
geometriye olan inang devam ettiginden ona es degerde, alternatif geometri sistemleri

kurulamamistir.

Tezin ikinci béliminde Oklidyen olmayan geometri sistemleri ve onlarin kuruculari
ortaya konacaktir. Dolayisiyla, Oklidyen olmayan geometrilerin bilingli ve sistemli bir sekilde
kuruldugu dénem, yani XIX. ylzyil ele alinacaktir. iki bin yil boyunca ispatlanamayan paralel
postulatin, belki de hi¢ ispatlanamayacagini géren XIX. ylzyll geometricileri, bu postulatin
kaldiriimasi halinde neler olabilecegini ve paralel postulat yerine farkli bir postulat konursa ne
gibi sonuglar elde edilebilecegini sorgulamislardir. Schweikart, Lobachevski ve Bolyai gibi
paralel postulat yerine farkli bir postulat kondugunda yeni, farkli bir geometri sisteminin de
mantiksal olarak tutarli olabilecedi goriisiine sahip olanlarin, Oklidyen olmayan geometrilerin
kuruculari kabul edilecek ve ¢alismalarinin dnemli kisimlari verilecektir. Dahasi, olusturulan bu
Oklidyen olmayan geometrilerin (‘astral geometri’, ‘sanal geometri’ ve ‘salt geometri’ gibi),
Oklidyen geometriden ayrilan en belirgin 6zellikleri incelenecektir. Bu geometri sistemleri
birbirine benzer Ozellikler tagimakta olup ‘hiperbolik geometri’ olarak adlandirilacak bir ¢ati
altinda toplanmislardir. Dolayisiyla bu bélimde bu geometri sistemlerinin sadece Oklidyen
geometriden farklari sunulmayacak ayni zamanda birbirleri arasindaki benzer ve farkli 6zellikleri

de sunulacaktir.

Tezin Gglncu ve son bodliiminde Oklidyen olmayan geometrilerin, geometrinin icinde

birer sistem olarak kabul edilmesinin gdsteriimesiyle birlikte tez sonlandirilacaktir. Oncelikle



Riemann’in Oklidyen ve Hiperbolik geometriden farkli olusturdugu ‘eliptik geometri’ olarak
adlandirilan sistemi sunulacaktir. Riemann, Oklidyen ve tim Oklidyen olmayan geometrileri
temellendirmis ve hepsinin genel bir sistemin birer parcasi oldugunu gdstermistir. Ayrica
Riemann, belirli kurallarla n-boyutlu geometri kurulabilecegini gérmis ve geometriyi soyut
cebirsel bir agidan ele almaya baslamistir. Riemann’in diferansiyel geometri kullanarak
geometriyi ylksek boyutlulara tasimasiyla, Oklidyen olmayan geometri farkli bir déneme

gecmistir.

Bu bdéliimde daha sonra, Beltrami ve Klein tarafindan Oklidyen olmayan geometrilerin
mantiksal tutarlihginin ve sarekliliginin gdsterilmesiyle, bunlarin birer geometri sistemi olarak
kabul edilmesi gdsterilecektir. Bu matematikgiler Oklidyen olmayan geometrileri yorumlamig ve
birlestirmislerdir. Oklidyen ya da Oklidyen olmayan bitiin geometrilerin grup teorisinin de
yardimiyla, ‘izdisim geometrisi’ adi altinda, tek bir ¢catida birlestirildigi gdsterilecektir. Diger bir
deyisle, Oklidyen olmayan geometrilerin olusumunun tamamlanmasi saglanacaktir. BUtln
geometri gesitlerinin temellendirildigi ve batinlestigi bu dénem, Oklidyen olmayan geometrinin

son donemini olusturmaktadir.



1. BOLUM

OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRILERIN OLUSUMUNA KATKIDA
BULUNAN GELISMELER

Oklidyen olmayan geometrilerin XIX. ylizyilda (retiimesi igin gerekli oldugu diistiniilen en
belirgin gelisimleri iceren sure¢, yaklagik iki bin yili kapsamaktadir. Bu sure¢ geometrinin
dogdugu Antik Yunan Oncesi Dénem’i, Oklidyen geometrinin yapilandirildigi Antik Yunan
Dénemi’ni, cebrin olusturuldugu islam Doénemi'ni, Ronesans Ddénemi’ni ve Aydinlanma

Doénemi’ni icermektedir.

Bu siirecin en belirgin 6zelligi Oklidyen geometrinin olusturulmasindan sonra, iki bin yil
boyunca bu geometrinin tek dogru geometri oldugu inancidir. Oklidyen olmayan geometriye dair
fikirler ortaya gikmasina ragmen, Oklidyen geometrinin tekligi inancindan dolayi Oklidyen
olmayan geometri sistemleri elde edilememistir. Bu inancin sarsilmasinda geometrideki

gelismelerin yaninda felsefe ve sanatin da etkisi olmustur.

1.1. Antik Yunan Oncesi Dénem

Tarihteki ilk geometri calismalari insanlarin gevresinde goérdikleri dogdal sekillerle ilgili
olup dogasi geregi sezgisel ve gorsel turdendir. Daha sonra bu sekillerin alanlarinin ve
hacimlerinin Olgildigu ikinci asama gelmektedir. Dortgenlerin ve Uggenlerin alanlarinin
dlglilmesine dair ilk bilgiler Mezopotamyalilarin tabletlerinde ve Misirda MO 1580 tarihinden

once yazilan Ahmes’in Rhind Papiriisi'nde gériilmektedir.’

' Jason Socrates Bardi, The Fifth Postulate: How Unraveling a Two- Thousand- Year- Old Mystery
Unraveled the Universe, New Jersey, John Wiley & Sons, Inc., 2009, p. 27. S6zkonusu Papiriis’lin basligi



MO V. yiizyillda yasamis olan Yunan tarihgi Herodot ise geometri galismalarinin Misir'da
basladigini iddia etmistir. Herodot'a gére geometri hesaplamalari ihtiyactan dogmustur. Bu
hesaplamalar vergilerin toprak alanlarina oranla belirlenmesinden dolayi Nil'in tasmasiyla
olusan yeni toprak alanlarinin élgtlmesi amaciyla baslamistir. Dolayisiyla geometri etimolojik
olarak Yunanca ‘geometrein’ sdzcugunden, ‘geo’ (yer) ve ‘metrein’ (6lgme) kelimelerinin

birlesiminden tlretilmis, ‘arazi 6lgimi’ anlamina gelen bir terim olarak dogmustur.?

Antik Yunan &ncesi geometriyi tek kullanan Misirhilar dedildir. Bilindigi kadariyla
Mezopotamyalilar, 6zellikle Babilliler, Hintliler ve Cinliler gibi medeniyetler geometriyi uygulamal
geometri olarak kullanmiglardir. XIX. vylzyillda arkeologlarin buldugu tabletlere gore
Mezopotamyalilar, Thales’in dogumundan bin yil énce Misirlilardan daha genis geometri
bilgisine sahiptirler.* Cinlilerin geometrisinde ise Ahmes’in Papirisii'ndeki formillere yakin
ornekler bulunmaktadir. Ayrica Cinlilerin Dokuz Béliin7luk kitabinda dik acili tG¢gen teoremi
(Pisagor) ispatsiz olarak vardir.* Bu geometrik sekillerle verilen kitabin MO 1247 yillinda
yazildigi tahmin edilmektedir. Hintlilerin geometrilerinde de gorsel ve deneysel dlgllere dayanan

kurallar bulunmaktadir.®

Bu durumda Herodot’'un verdigi tarihlerden gok énce geometri bilinmektedir. Geometrinin
dogdugu yer ve zaman tartismali bir konu olmasina ragmen Antik Yunan dncesi donem ele
alindiginda geometrinin gsehir dizenleme, ticaret ve benzeri pratik amaclar icin kullanilan,
deneysel bir yapisi oldugu kabul edilmistir. Bu dénemde geometri, matematiksel ispatlarin
olmadigi, alan o&lgtlimlerinin 6n planda oldugu bir yapidadir. Yunanlilarin biylk basarisi bu

empirik ¢alismanin yerine kanitlayici, a priori bir bilim koymalaridir.

“Tim Kara Seylerin Bilgisini Elde Etmenin Yolu” (Direction for Obtaining Knowledge of All Dark Things)
olarak gegmektedir.

2 Marvin Jay Greenberg, Euclidean and Non-Euclidean Geometries: Development and History, New
York, W. H. Freeman and Company, 2008, p. 1.

3John Tabak, Geometry: The Language of Space and Form, New York, Facts On File Inc., 2004, p. 11.
4 Yoshio Mikami, The Development of Mathematics in China and Japan, Chelsia, New York, 1913, p.
77.

5 Roger Cooke, The History of Mathematics: A Brief Course, New York, Wiley-Interscience, 2005, p.
198.



1.2. Antik Yunan Donemi

Antik Yunan Do6nemi bir dnceki donemden uzunluk ve alan dlgimu Uzerine kurulu
geometrinin tanim, aksiyom, postulat, teorem ve ispatlama Uzerine sistemli bir yapiya dénisumi
ile ayriimaktadir. Bu dénemde Oklidyen geometrinin temeli atilmis ve olusturulmustur.
Olusturulan Oklidyen geometri sistemi, XIX. ylzyil Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna
kadar tek dogru geometrik sistem olarak kabul gérmustir. Bu tek dogru geometri sistemini daha
saglam temele oturtmak icin yapilan ¢alismalar bu donemde baslamis ve XIX. ylzyila kadar

devam ederek en sonunda Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna evrilmiglerdir.

1.2.1. Thales (MO 650- 546)

Miletli filozof ve matematik¢i olan Thales geometriyi Misirlilar ve Babilonlulardan
o6grenmistir. Misir ziyaretinden sonra Thales evren hakkindaki ilk genel aciklamayi yapmis ve
her seyi ezeli bir maddi kokenden cikarmistir. Bu duslncesi geometriye olan bakis agisini da

degistirmistir.

Thales, Mezopotamya ve Misir ziyaretinde kullandiklarini gérdigu alti teoremin ispatini
yaparak, matematikte ispat yapma donemini baslatmistir. Bu ispatlamalarda Thales
timdengelim ydntemini kullanmigtir. Bdylece sayisal érnekler tzerine kurulu olan geometri ilk
olarak Thales'in eserlerinde soyut bir gesit geometriye déntsmistir. Thales’in ispatlari zamanla
kaybolmasina ragmen kendisinden sonra bu ispatlari 6grenenler gelecek kusaklara

aktarmislardir.®

1.2.2. Pisagor (MO 582- 500) ve Takipgileri

Olusturulacak olan Oklidyen geometrinin en belirgin 6zelliklerinden bazilarini ilk olarak

Pisagor ve takipgileri ortaya koymuslardir. Bu 6zellikler Oklidyen olmayan geometrilerin

6 Tabak, op. cit., pp. 10, 14.



yapilandiriimasinda da belirleyici rol oynamaktadirlar. Uggenin i¢ agilar toplami ve Riemann’in

kullandi1gi Pisagor teoremi bu 6zelliklerin arasindadir.

Pisagor teoreminin empirik olarak Pisagordan vyaklasik bin yil kadar O&nce
Mezopotamyalilar tarafindan kullanildigini belirtmistik. Thales’in 6grencisi oldugu tahmin edilen
Sisamli Pisagor kendi adiyla anilan bu teoremi ilk ortaya koyan ve ispatlayandir.” Pisagor'un

takipgileri ise Gggenin ig agilari Slgileri toplaminin 180° oldugunu ilk hesaplayanlardandir.

1.2.3. Hipokrates (yaklasik MO 440)

Kendisinden 6nce tiimdengelim yontemi Pisagor tarafindan uygulanmistir. Fakat Sakiz
Adali, tarihteki ilk geometri kitabini yazan Hipokrates, mantiksal timdengelimle ispat yapan,
Ozellikle bu ispati ‘clmayana ergi’ yontemiyle yapan oncu kisilerdendir.® Bu yontem XVIII.
ylzyllda Saccheri tarafindan kullanilarak Oklidyen geometrinin tek geometri olmayabilecegi

yonundeki kuskulari dogurmustur.

1.2.4. Odoksos (MO 408- 355)

Platon’'un 6grencisi ve ayni zamanda ‘tiketme ydntemi®nin kurucusu olan Datgali
(Knidoslu) Odoksos, geometriyi postulatlarla baslatip, sistematik yolla teoremler gikararak

devam eden bir yapiyi ilk diizenleyenlerdendir.™

1.2.5. OKlid (yaklasik MO 300)

7 Pisagor teoremi: Bir dik (iggende dik kenarlarin karelerinin toplami hipoteniisiin karesine esittir. (Ibid., p.
15.)

8 Bardi, op. cit., p. 42.

® Bu yontem bilinen sekillerin birlestiriimesiyle bir alanin ya da hacmin makul bir tahmini degerinin elde
edilmesine dayanmaktadir. Sekillerin sayisi ve kiguklugu arttirilarak bu tahmini deger iyilestirilebilir.

1 Saul Stahl, A Gateway to Modern Geometry : The Poincare Half- Plane, 2nd ed., Boston, Jones and
Bartlett Publishers, Inc., 2008, p. 1.



Oklid iskenderiye’de yetismis ve orada calismistir."' O, Thales ve Pisagor'dan aldig
geometri bilgisini Aristoteles'in postulatlar Gzerine kurulmus olan sistemi Uzerinde insa edip
gelistirmigtir. Oklid, Odoksos’un birgok teoremini bir araya getirerek ve Theaetetus’'un
teoremlerini gelistirerek ve kendinden 6nce gelenler tarafindan zayif bir bicimde kanitlanan
teoremlere yeni gdsterimler getirerek, yaklagik MO 300'de Elementler'? adli eserini meydana
getirmistir.” Kisaca Oklid, bu kitapta kendinden dnce gelen geometricilerin bitiin buluglarini ve

filozoflarin sistematik yapisini bir araya getirerek sunmustur.

Oklid’'den 6nce Elementlere benzer, Sakiz Ada’li Hipokrates ve Manisa’li Theudius'un'™
kitaplari dahil en az Ug¢ kitap yazilmigtir, fakat bu kitaplarin izine rastlaniimamaktadir.”™
Elementler ise iki bin yiIl boyunca geometri kitabi olarak kabul edilecek ve geometrinin temeli ve

6 Odoksos’un

kendisi oldugu dusunullecektir. Elementler ilk yazildiginda on uc kitaptir.
calismalari bes ve altinci kitabi, Theaetetus’'un kati geometrisi onuncu kitabi olusturmaktadir.
Theudios, Dinostratos ve Menaechmos gibi Platon’un Akedemiasi’ndaki birgok isim geometrinin

elementlerini belirleyerek Elementler kitabinda yer almiglardir."’

Elementler tanimlarla baslamaktadir. Bitin terimlerin kullanilmadan énce tanimlanmasi,
Oklid'in kullandigi yontemin ana noktasini olusturmaktadir. Oklid geometri sistemini tanimlar,
aksiyomlar ve postulatlar Gzerine kurmus, bdylece teoremlerin ispatinda meydana gelebilecek

mantiksal hatalarin olusmasini engellemistir.'®

Aksiyomlar ve postulatlar dnctiller olarak alinmis yasalardir. Bunlar Oklid’in ispatlamadan
dogru olarak kabul ettigi ve diger geometri yasalarinin (teoremlerin) ispatlari igin kullanacagi,

esitlik-esitsizlik kavramlari, dogrular, acilar ve sekiller zerinedir. Oklid icin aksiyomlar ve

' D. E. Smith, History of Mathematics, Vol.l, New York, Dover Pub., Inc., 1958, p.105.

2 Elementlerin Yunanca karsiligi ‘stoicheia, (X1oixeia)dir. ingilizce kaynaklarda Elements olarak
gecmektedir. Tiirkge kaynaklarda ise bazen Elementler bazen Ogeler ya da Ogeler olarak gegmektedir.
Tezin yazari Elementler’i kullanmay! tercih etmigtir.

¥ Thomas L. Heath, Euclid, The Thirteen Books of The Elements, 2nd ed., Vol.l, Dover Pub., Inc., New
York, 1956, pp. 1, 3.

* George Sarton, Antik Bilim ve Modern Uygarlik, Cev. Melek Dosay, Remzi Demir, Ankara, Giindogan
Yayinlari, 1995, s. 46.

'8 Carl B. Boyer, Uta Merzbach, A History of Mathematics, 3rd ed., New Jersey, John Wiley & Sons, Inc.,
2011, p. 93.

6 Elementler, sadece geometri degil, aritmetik gibi diger basit matematiksel konulari da igermektedir.
(Boyer, Merzbach, op. cit., pp. 93, 94.)

7 Bardi, op. cit., p. 42.

'8 Stephen F. Barker, Matematik Felsefesi, Cev. Yiicel Dursun, Ankara, imge Kitabevi, 2003, s. 41, 42.



postulatlar arasindaki temel fark, postulatlar 6zellikle geometrinin konusu olan nesneleri
(dogdrular, acilar, sekiller ve digerleri) icerirken, aksiyomlarin geometrinin konusundan ziyade
daha genel durumlari kapsamasindan gelmektedir. Aksiyomlar, geometri disinda birgok
konunun tartismasinda kullanilabilen esitlik kavramiyla iligkilidir.'® Aristoteles ve Oklid, aksiyom
ve postulatlari farkli kategoriler olarak kabul etmesine ragmen, Wolfe ayrimin gok net olmadigini

belirtmistir.*® Modern matematikgiler de aralarinda buyuk bir fark gérmemektedirler.!

“Oklid’in aksiyomlari:

Ayni seye esit olan seyler, birbirlerine esittirler.
Esit seylere esit seyler eklenirse, toplamlar esit olur.
Esit seylerden esit seyler ¢ikarilirsa, kalanlar esit olur.

Birbirleriyle cakisan seyler birbirleriyle esittir.

»22

o kw0 N =

Batln pargasindan bUyuktar.

“Oklid’in postulatlari:

1. Herhangi bir noktadan diger herhangi bir noktaya bir dogru gizilebilir.

2. Herhangi sonlu bir dogru, bir dogruda daimi olarak uzatilabilir.?®

3. Verilen herhangi bir nokta ve uzunluk igin, o noktayr merkez alan ve yarigap
uzunlugu o uzunluk olan bir gember cizilebilir.

4. Butln dik agilar birbirine esittir.”**

“Iki dogruyu kesen bir dogrunun ayni tarafta olusturdugu ic acilar iki dik acidan

kiglkse, bu iki dogru, sinirsizca uzatildiklarinda acilarin iki dik agidan kuguk

oldugu tarafta kesisirler.”??

" Ae., s. 40.

2 Harold E. Wolfe, Introduction to Non-Euclidean Geometry, New York, The Dryden Press, Inc., 1945,
p. 4.

2 Tabak, op. cit., p.195. & Boyer, Merzbach, op. cit., pp. 94,95.

2 Barker, a.g.e., s. 40, 41.

23 Diiz dogrunun daimi olarak uzatiimasi sonsuz oldugu anlamina gelmemektedir. ik olarak Riemann, diiz
dogrunun sinirsiz oldugunu ileri stirmustuar. (Wolfe, op. cit., p. 6.)

2 Barker, a.g.e., s. 38.

% Oklidyen olmayan geometrilerin olusumunda bu son postulatin karakteristik bir yapisi bulunmaktadir.
Tezde bu postulat, ‘paralel postulat’ olarak adlandiriimistir. Oklid, bu postulatta paralellikten bahsetmese de
ilk kez V. yuzyilda Proclus tarafindan verilen farkli versiyonunda paralellikten bahsedilmistir. (Stahl, op. cit.,
p. 21.) Modern yazilara kadar besinci postulat, genellikle paralel postulati olarak anilmigtir.
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Oklid, tanimlar, aksiyomlar ve postulatlari ortaya koyduktan sonra teoremleri ve bu
teoremlerin ispatlarini sunmustur. Teoremler verilmis olan dnculler yardimiyla ispatlanacak olan
yasalardir. Oklid’in ispatlari edimsel deney veya gdzlemlerden gelmemektedir. Onun ispatlari
timdengelim ydntemiyle olusturulan ispatlardir. Bu ispatlarla sonuglarini mutlak mantiksal
zorunlulugun netligi ile kurmaya calismistir. Oklid’in kavramsallagtirmasi, iginde higbir mutlak
engelin olmadidi ve gevresinde higbir dis sinirin olmadigi bir uzayin kavramsallastiriimasidir.?’
Diger bir deyisle, Oklid kendinden dncekiler gibi belirli sinirlarla belirlenmis geometri nesneleri

Uzerinde empirik calismalar yapmamis, bunlardan soyutlamalar yapmistir.

Oklid’in ayrica, Optik adli bir eser yazdigina dair Pappus ve Proclus tarafindan yapilan

atiflar bulunmustur.?®

Optik, Ptolemaios tarafindan bir baska optik kitabi yazilincaya kadar
perspektife iliskin tek kitap olarak kalmistir. Kitap tanimlarla baslamaktadir ve bu tanimlarin
bazilari postulat niteligindedir. Dérduncu tanimda buylk agiyla bakilan cisimlerin blyuk, kiguk
aclyla bakilan cisimlerin kiicik ve esit agiyla bakilan cisimlerin esit gériinecegdi varsayilimistir.
Optik elli sekiz 6Gnermeden meydana gelmistir. Gormeye iliskin agiklamalarda Platoncu gelenege
bagh kalinmis ve isidin gézden c¢ikarak nesneye ulasmasi sonucunda gdrmenin olustugu
savunularak 1s1§in dogrusal oldugu Ortiik olarak kabul edilmistir.?® Dolayisiyla olusturulan optik
ve perspektifin geometri yorumu Oklidyen bir yapiya daha yakindir. Fakat ilerleyen bolimlerde
gOsterilecegi Uzere, Rénesans Donemi perspektif calismalari ile XVIII. yizyil ‘gdrinenlerin
geometrisi’ optik calismasi gibi ¢alismalarin geometri yorumu Oklidyen degildir. Bdylece bu gibi
calismalar Oklidyen geometrinin her zaman gegerli olmayabilecegi yoniinde kuskulari
dogurmuslardir. Bu kuskular ise XIX. ylzylla gelindiginde 1s1gin dogrusal yapisi

olmayabilecegini iddia eden Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna énayak olmustur.

Oklid 6ldikten sonra Elementlerin gelisimi devam etmistir. ibsiklavs (Hypsicles)
tarafindan on dérdiincli kitap, ismi bilinmeyen fakat Ayasofya’nin mimarlarindan isidoras’in
dgrencisi oldugu dusunilen bir kisi tarafindan da on besinci kitap yazilmistir. iskenderiyeli
Heron (yaklasik MS 10-75), Porfir (Porphyry Malchus yaklasik MS 233-309), Proclus Diadochus
(MS 411-485) ve Simplicius (490-560) gibi isimler Elementlerin net olmadigini disundukleri

% |bid., p. 6.

% Barker, a.g.e., s. 36, 39.

2 Thomas L. Heath, A History of Greek Mathematics, Vol.l, Oxford, 1921, p. 441.

2 John Murdoch, “Euclid”, Dictionary of Scientific Biography, Vol.IV, New York, , 1981, p. 430.
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béliimlerine aciklamalarda bulunmuslardir. iskenderiyeli Theon (yaklasik MS 355-405),

Elementler'e eklemeler ve gikarmalar yaparak onu yeniden yazmigtir.*

1.2.6. Posidonius & Geminus

MO I. ylzylda Posidonius ve o6grencisi Rodos’lu Geminus, paralel postulatinin
ispatlanmasinin gerektigini hisseden ilk filozoflardandir. Posidonius paralel dogrularin tanimini
degistirerek paralel postulatini ispatlayabilecedini disinmustir. Tanima, paralel dogrularin her
yerde birbirine esit uzaklikta olacagini ve bdylece hi¢ kesismeyeceklerini eklemistir.*’ Fakat
paralel olmayip kesismeyen dogrulari hesaba katmadigi icin ispat gegersiz kalmistir. Geminus
ise dnce Elementler ile ilgili genel aciklamalar yapmis, daha sonra Oklid’in paralel postulatina
itiraz ederek, bu postulatin bir kanitinin kendisi tarafindan yapildigini iddia etmistir.>? Béylece iki

bin yil boyunca slrecek olan paralel postulati ispatlama ¢alismalari baglamistir.

1.2.7. Iskenderiyeli Menelaos (MS 70-130) & Batlamyus (MS
85-165)

iskenderiyeli Menelaos, Kiireler adli eserinde ti¢cgen icin Oklid’in birinci kitap 19. ve 20.
tanimlarindaki s6zcukten farkl bir s6zcuk kullanmistir. Menelaos’un bu s6zcugu kullanimindan
kuresel (ggenler ile diizlem Uggenlerini ayirt etmeye galistigi sonucu gikarilmistir.®® Fakat

Menelaos bu kiresel Gggenler lizerine bir geometri sistemi inga etmemistir.

% 1808 yilinda F. Peyrard, Vatikan kiitiphanesinde Oklid'in Elementlerini bulana kadar Theon’un
versiyonu, gegerliligini sirdirmastur. 1883-1888 yillari arasinda J. L. Heiberg, Vatikan ve diger
kitiphanelerdeki tim Elementler kopyalarini inceleyerek, Elementleri 5zgin metnine en yakin haliyle
Yunanca ve Latince olarak yeniden olusturmustur. (Thomas L. Heath, Euclid, The Thirteen Books of The
Elements, Vol.l, p. 46.)

31 Bardi, op. cit., p. 58.

%2 D. R. Dicks, “Geminus”, Dictionary of Scientific Biography, Vol.V, New York, 1981, p. 346.

3 Thomas Ivor Bulmer, “Menelaus of Alexandria”, Dictionary of Scientific Biography, Vol.IX, New York,
1981, p. 297.
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Boyutlar Uzerine adli eserinde (¢ boyuttan baska boyut olamayacagini belirten
Batlamyus, Mekanik Uzerine adli eserinde Oklid’in paralel postulatini kanitlanmaya calismigtir.®*

Fakat, o da basarili olamamistir.

1.2.8. Proklos (MS 410-485)

Proklos Oklid’in birinci kitabina yorum yazmistir. O, paralel postulatinin diger postulatlara
olan bagimhhgiyla ilgili Ptolemy’nin ispatindan bahsetmis ve bunu elestirmistir.®® Ptolemy,
verilen bir dogruya bir nokta Uzerinden sadece bir paralel cizilebilecedini varsaymistir. Bu
paralel postulata es deger bir varsayimdir.*® Proclus ise "eger bir dogru iki paralelden biriyle
kesisirse, digeriyle de kesisir" diyerek kendi ispatini yapmaya c¢alismistir. Proclus ise paralel
postulati diger postulatlardan uzun akil yUritme zinciri sonucu ¢ikarilabilecedini distinerek onu

teorem olarak kabul etmeye galismistir.’

1.3. lIslam Dénemi

IX. yuzyllda Elementlerin, el-Haccac ibn Yasuf ibn Matar tarafindan Arapcga’ya
cevrilmesiyle islam geometricileri, Antik Yunan’da Oklid'ten sonra gelen geometricilerle ayni
cabaya girerek Oklid’in paralel postulatina daha saglam bir temel kazandirmaya galismislardir.
islam Duiinyasrnda Oklid ve Elementler ile ilgili ilk bilgiler, X. ylizyilda yasayan ibni’n-Nedim’in
Fihrist adli eserinde bulunmaktadir.®® Bu alanda yapilan galigmalar XVII. ve XVIII. yizyillardaki
geometricileri etkilemistir. XVIII. ylizyilin geometricilerinden Saccheri ve Lambert gibi isimler, bu
dénemde olusturulan yoéntemleri kullanarak, Oklidyen olmayan geometrili bazi sonuglar elde

etmislerdir.

3 Thomas L. Heath, A History of Greek Mathematics, Vol.ll, Oxford, 1921, p. 295.

3 Stahl, op. cit., p. 211.

3% Wolfe, op. cit., p. 27.

37 Stahl, op. cit., p. 211.

38 Ali Riza Tosun, “Hiseyin Rifki Tamani’nin Calismalari Isiginda Oklid Geometrisi’nin Turkiye'ye Girisi”,
doktora tezi, Ankara, 2007, s. 63, 64.
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Bu dénemin Oklidyen olmayan geometrinin olusum siirecine yapti§i dolayli katki ise,
hem geometrik hem de baska turden nicelikler arasindaki iligkileri denklem yoluyla ele alan
cebrin Uretilmesidir. Cebir, bu dénemi Antik Yunan Ddnemi’nden ayiran unsur olup, cebirle

birlikte geometri daha soyut bir asamaya ge¢mistir.

1.3.1. Sabit ibn Kurra (836-901)

Bagdat'ta galismalarini yapmis olan Sabit ibn Kurra, sayi kavraminin reel sayilara dogru
genislemesine, kilresel trigonometriye ve analitik geometriye yaptigi katkilarla, Oklidyen

olmayan geometrilerin olusmasi siirecinde etkili olmustur.®

Sabit ibn Kurra paralel postulatini ispatlama girisiminde iki makale yazmistir: “Oklid’in

"0 ve “Iki Dogruyu Kesen Uglincti Dogrunun iki Dik

Unli Postulatinin Kaniti Uzerine Bir Makale
Acgidan Kiglk Olan Tarafa Uzatildiginda Kesismeleri Uzerine Bir Makale”.*' Bu makalelerin
ikincisinde, ‘hareket’i yeterli dlglide kullanmadigini disiindigi Oklid’i elestirmis ve kinetigi
kullanmigtir; bu kullanimin da bir zorunluluk oldugunu iddia etmigstir. Boylece ‘hareket’ kavrami

geometrinin, paralel postulat kadar olmasa da, tartisma konusundan biri haline gelmigtir.

1.3.2. ibnl’l-Heysem (965-1039)

ibnir’l-Heysem, Oklid’in  Elementlerindeki Giigliiklerin  Céziimii** adli eserinde
Elementlerde problemli oldugunu disundigu kisimlara alternatif ¢ozimler getirmistir. Ayrica
Elementlerdeki énermeleri ve ispatlari sadelestirmeye calismistir. Daha énce yazdigi Oklid’in
Elementler’indeki Onermelerin Yorumu® adli eseri ile birlikte bu iki yazisinin Elementler'i

olusturdugunu belirtmistir.

Tosun, a.g.e., s. 43.

40 Makalenin orijinal adi: “Risale fi Burhan el-Musadere el-Meghure min Uklidis”

41 Makalenin orijinal adi: “Risale fi inne el-Hatteyn ize ihraca ale Zaviyeteyn ekal min Kaimeteyn iltika”
42 Kitabin orijinal adi: Fi Hall Sukik Kitab Uklidis fi el-Usal

4 Kitabin orijinal adi: Kitdb Serh Musadaréat Kitab Uklidis fi el-Usal
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ibnir'l-Heysem bu eserinde, ‘iki dogru bir yiizey olusturmaz’ postulatini Oklid’e atfetmis
ve bunun postulatlar arasinda yer almasi gerektigini iddia etmigtir. Oklid'in ‘kesismeyenler’
seklindeki paralel tanimiyla ilgili olarak bdyle dogrularin 6nce varliginin ortaya konmasi
gerektigini distinmis ve bu sebeple esit mesafeli kavramiyla “bir dogru bir ydonde sona dogru
giderse bagka bir dogruyla kesismeyerek bu gidis sirasinda ikinci dogruya dik olur, fakat ayni
dizlem Uzerinde kalirsa bu dogru ikinci dogruya paralel olur” postulatini eklemistir.*
ibni’l-Heysem’den énce Sabit ibn Kurra da paralel postulatin kanitinda hareketi kullanmistir;
ancak 6énce Omer Hayyam ve daha sonra T(si hareket kavramini geometri disi bularak itiraz
etmiglerdir.*® Fakat XIX. ylizyilda Lobachevski hareketi geometrinin icine katmis, geometri

nesnelerinin hareketle algilanabildigini iddia etmistir.

ibni’l Heysem, paralel postulatini ispatlamak icin dncelikle t¢ i¢c acisi 90° olan bir
dortgen ele almis ve dérdiinci aginin da 90° oldugunu ispatladigini diiginmustir. ispatinda
sunu varsaymistir: “verilen bir dogruya esit uzakhkta ilerleyen bir noktanin konumu zorunlu
olarak verilen dogruya paralel bir dogru olusturur’. Bu da giinimizde Oklid’in paralel postulatina
es deger sayillan bir varsayimdir.®® Fakat XVIII. ylzyilda Lambert, ibni’l Heysem'’in bu
dértgeninden ve fikrinden yola gikarak Oklidyen yapida olmayan sonuglar elde etmistir.
ibnir’l-Heysem’in bu dértgeni, Lambert dértgeni olarak taninmaktadir ve onun girisimleri

Oklidyen olmayan geometrilerin ortaya cikisina ilham kaynagi olmustur.*’

1.3.3. Omer Hayyam (1048 - 1131)

Omer Hayyam'in Oklid’in Kitabinda Bulunan Onermelerin Yorumu®® adli eserinin birinci
kitabi paralel postulati Uzerinedir. Bu kitapta kendisinden &nce gelenlerin bu postulat
kanittamalarini géstermis ve Aristoteles’in ortaya koydugu ilk ilkeleri gbzardi ettikleri igin onlarin
ispatlarinin gegersiz oldugunu ifade etmistir. Ornegin ibni’'l Heysem’in hareketi kullanan paralel

postulat ispatini Aristoteles’in geometride hareketi kullanmadigini éne sirerek elestirmistir.

44 Boris A. Rosenfeld, Adolf P. Youschkevitch, “Geometry”, Encyclopedia of the History of Arabic
Science, Ed. by Roshdi Rashed, Vol.ll, London, New York, Routledge, 1996, pp. 462- 468.

4 A 1. Sabra, “Ibn al-Haytam”, Dictionary of Scientific Biography, Vol.VI, New York, 1981, pp. 200, 210.
46 Boyer, Merzbach, op. cit., p. 220.

47 Rosenfeld, Youschkevitch, op. cit., p. 465.

48 Kitabin orijinal adi: Serh ma Egskéale min Muséadaréat Kitab Uklidis
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Geometride Aristoteles ilkelerine uyulmasi gerektigini disinen Omer Hayyam, bu ilkeleri

asagidaki sekilde siralamigtir:

e “Miktarlar sonsuza kadar bolliinebilmekte; bolinemezleri barindirmamaktadir.

e Bir dogru sonsuza kadar uzatilabilmektedir.

e Kesisen iki dogru, kesisme noktasindan uzaklasirken agiklik mesafesi artmaktadir.

e Yakinsak dogrular kesismekte ve yakinsak iki dogrunun yakinsadigi dogrultuda
birbirinden uzaklagsmasi olanaksizdir.

e Esit olmayan sinirli iki miktardan, kicik olan katlariyla birlikte alinirsa blyuk olani

49

gecmektedir.

Omer Hayyam, Aristoteles’in bu ilkelerinden ‘ayni dogruya dik olan iki dikmenin ne
birbirine yakinlasabilecedini ne de birbirinden uzaklasabilecedini’ gostererek, aralarindaki
mesafenin esit kalacagi sonucuna varmistir. O, bu sonucu OKklid’in paralel postulatini

ispatlamaya galisirken kullanmistir.®

Omer Hayyam, éncelikle ibni’l Heysem’in ydntemine benzer sekilde bir dértgen ele
almistir. Bu dortgenin iki kenarinin birbirine esit ve doértgenin tabanina dik oldugunu kabul
etmistir. ibni’l Heysem ve Omer Hayyam'in dértgenleri arasindaki fark; ibni’l Heysem'in
dértgeninde (¢ ic aci sabit ve 90° iken, Omer Hayyam’'in ddrtgeninde iki i¢ taban aci sabit ve
90%dir. Omer Hayyam'in dértgeninde diger tepe acilar diisiiniildiigiinde g olasilik olusmaktadir.
Bu olasiliklarda agilar dar, dik veya genis olabilmektedirler. Omer Hayyam Aristoteles’in
ilkelerinden ¢ikardigi sonuca gore, tepe acilarin genis agi ve dar aci olma durumunda seklin bir

dikdortgen olusturmayacagini gostererek paralel postulatini ispatladigini disiinmuistir.®’

Omer Hayyam’in kendisinden énce gelen islam geometricilerinden farki postulatin
ispatini ortaya koyarken ilk ilkeleri dikkate almasi ve onlarla mantiksal bir ¢eligki yaratmayacak
bicimde ispati olusturmasidir. Omer Hayyam’'in paralellik kavrami kendisinden sonra gelen

islam geometricilerini, 6zellikle de Nasiriddin el-TOsPyi ve XVI. ve XVI. yiizyillarda yetisen

Avrupali geometricileri etkilemistir.>? XVIII. ylizyil geometricilerinden Saccheri, Omer Hayyam’in

“ Tosun, a.g.e., s. 58.

%0 A.e.,s. 58.

5! Boyer, Merzbach, op. cit., p. 220.

52 Rosenfeld, Youschkevitch, op. cit., p. 463.
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izinden giderek onun paralel postulat ispatinda kullandigi yolu kullanmis ve tepe agisi dar olan
olasiliktan Oklidyen olmayan geometrili sonuglar elde etmistir. Omer Hayyam’in bu dértgeni

Saccheri Dértgeni olarak aniimaktadir.

1.3.4. Nasiruddin el-Tasi (1201-1274)

Nasiriddin el-Tasi, “Paralel Dogrular Hakkindaki Kuskulari Gideren Makale™® adli
eserinde Saccheri Dértgeni'ni esas alarak, paralelligin kanitlamasini Omer Hayyam’a benzer
sekilde, tepe agilarin dar ve genis agl olmasi durumlarinin olanaksizligina dayanarak yapmaya

calismistir.>

Nasiriddin el-Tasi Oklid’in Elementleriinin Diizeltiimis Yazim/® adli eserinde ise
Elementleri daha saglam temellere kavusturdugunu disinerek su eklemeleri yapmistir:
“Oncelikle zorunlu olanlari séylemek gerekir: Nokta, dogru, ylizey, diizlem yiizey ve dairenin var
oldugu kabul edilmelidir, herhangi bir dodru ya da yuzey Uzerinde bir nokta secilebilmelidir ve
herhangi bir ylzeyin Gzerinde dogru oldugunu ya da onun lzerinde uzandidini varsaymamiz
gerekmektedir.” Ayrica Nasiriddin, “eger bir egri Gzerindeki bitlin noktalar, bir dogru Gzerindeki
noktalara esit uzakliktaysa bu durumda egri, diz bir dogru olmahdir” diyerek paralel postulata

es deger, fakat farkl bir tanim yapmistir.%®

Nasiriddin, Oklid'in paralel postulati zerine yazdi§i eserinde, Cevheri’ye atfettigi /s/ah
li-Kitab el-Usdl adli eser icin Cevheri’nin Elementler'e ekledigi dnermelerin sayisinin elliye yakin
oldugunu iddia etmistir. Nasirtiddin, Cevheri'nin bu énermeleri arasinda paralel postulatinin da
bulundugunu ve Cevheri’nin bu postulati ispatlamaya g¢aligtigini belirtmistir. Cevheri’'nin bu
¢alismasi, bilinen ilk Arapca paralel postulati ispatlama girisimidir ve Nasiriddin bu ispatin zayif

noktalarini ortaya koymustur.®’

%3 Makalenin orijinal adi: “El-Risale el-Safiye an Sekk fi el-Hut(t el-Mitevaziye”

% Ibid., p. 468.

% Kitabin orijinal adi: Kitdb Tahrir el-Usdl li-Uklidis dir. Medici Matbaa’sinda basilan bu kitaba daha
sonradan Pseudo-Tahrir adi verilmistir.

% Ibid., p. 462.

57 Ibid., p. 464.
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Nasiriddin el-Tas'nin gorasleri XVI. yuzyilda John Wallis tarafindan yayimlanmigtir.
XVI. yuzyillin baslarinda Saccheri, Wallis'in Nasirtddin’le ilgili ¢galismasini baslangi¢ noktasi

olarak almig ve onun galismalarini gelistirmistir.®®

1.3.5. Semerkandi (1250-1310)

Semseddin Muhammed ibn Esref el-Semerkandi bir mantik¢idir. Paralel postulatin
ispatlamasinin geometrik olarak yapilabilecegini disindugu icin bu postulati, postulatlar
arasindan gikararak teoremler arasina almistir.*® Semerkandi, Oklid’in paralel postulati yerine
‘e@er bir dogru baska iki dogru Uzerine indirilirse, i¢ kisimda olusan acilarin iki dik agidan kigik
oldugu kisimda dogrular uzatiimaya devam edilirse zorunlu olarak kesisirler énermesini
verdikten sonra, bu kesisimin zorunlulugunu agiklamistir. Semerkandi’'ye goére, ‘sonsuz
bdlinebilen bir dogrunun diger dogruya sirekli yaklastigi, fakat asla kesismedigi kabul edilecek
olursa, bir noktadan uzatilan herhangi bir dogru da asla diger noktaya ulasamamaktadir. Clnk
sonsuz béllinebilir bir mesafeyi katetmesi gerekmektedir. Semerkandi, bu durumda ise sonsuz
bdlunebilir dogrulara dayanan bitin geometri sekillerini reddetmek gerekmektedir ki bu durum
mumkun degildir’ diyerek ispatlamasini yaptigini disunmustir. Ayrica Semerkandi, geometride
ibniy’l Heysem, Omer Hayyam, Cevheri, Nasriddin el-Tasi, Ebheri ve Kadi Hamah'i sonsuz

bélunebilirligi kabullerini ve paralel postulatla ilgili calismalarini elestirmistir.®°

1.4. RoOnesans Donemi

XV. ve XVI. yuzyillarn kapsayan Rénesans Dénemi’'nin Yunan, Misir ve Arap eserlerinin
tercime edilmesi ve bu eserlerin yayimlanmasiyla basladigi sdylenebilir. Matbaanin
yayginlasmasiyla Elementler Avrupa’da yayginlagsmistir. Bu dénemde Elementler'le ilgilenen

bazi geometriciler, Elementlerde bulunan tanim ve postulatlarin zaman icinde ne gibi

%8 Boyer, Merzbach, op. cit., pp. 220, 221.

% Daha sonra gelen diglndrler tarafindan bu teoremin kanitlamasini ele alan pek gok yazi yazilmigtir.
Gregg de Young, “Euclidean Geometry in the Mathematical Tradition of Islamic India”, Historia
Mathematica, No:22, 1995, pp. 138-153, p. 146.

% jhsan Fazlioglu, “Hendese”, TDV islam Ansiklopedisi, C.XVI|, istanbul, 1998, s. 202.
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degisiklikler gecirdigi ve bu degisikliklerin nasil Oklid'in ifade ettigi bicime, aslina
doénustirilebilecegiyle ilgilenmislerdir. Avrupa’daki bu geometriciler, Oklid’in yaklagimiyla,
Oklid'in kavramlarina bagli kalarak ve mimkin oldugunca 6zgiin metne uygun olacak bigimde
calismalarini gergeklestirmislerdir. Avrupa’daki diger geometriciler ise Elementler'in aslina bagh
kalmak istememis ve Oklid’in ele aldigi konularin yeni ortaya ¢ikan tekniklerle nasil daha iyi
sunulabilecegini arastirmiglardir. Bu geometriciler daha ziyade égrencileri igin eser yazmis ve
yeni ydontemlerle, yani Islam matematiginin katkilari olan semboller ve denklemlerle geometriyi

islemiglerdir.

Fakat Oklidyen olmayan geometrilerin olusum sirecinde Roénesans Doénemi diger
dénemlerden farkhdir. Bu fark diger dénemlerde Oklid’in Elementleri ya da daha dzel olarak
ifade edilecek olursa, paralel postulat (zerine yapilan calismalar Oklidyen olmayan
geometrilerin olusum surecinde 6nem arz etmistir. Oysa Ronesans Doénemi’nde yapilan
Elementlerle ilgili c¢alismalar bu slrece etkili bir katkida bulunmamigtir. Bu ddnem
geometricilerden, geometri igerigini cebirle birlestirenlerin katkilari yadsinmamalidir. Fakat
Oklidyen olmayan geometrilerin olusum siirecinde, Oklidyen geometrinin tek geometri oldugu
yonundeki inancin sarsilmasi igin bu dénemde olusturulan perspektif sanatin katkisina ihtiyag

duyulmustur.

Dolayisiyla bu boélumde, yukarida bahsedilen Elementler Gzerinde calismalar yapan
Ronesans Donemi geometricilerine deginilmeyecek, perspektif ve perspektifin geometri yorumu
olan izdisim geometrisi Uzerinde durulacaktir. Bu dbnemle birlikte, paralel dogrularin
kesisebilecegi ve homojen yapida olmayan bir geometri ¢esidi olusturulabilecegi ortaya
konmustur. Dolayisiyla perspektif ve izdisim geometrisi, Oklidyen olmayan geometri

calismalarinin baglangicidir.

1.4.1. Perspektif

Rénesans Ddnemi'nden dnce vyapilan resimler, Gotik sitilinde olup derinlik algisi
kullaniimamigtir.  Gotik tarzini  kullanan ressamlar, dinyayr Tanr’'ya go6zuktugl gibi

resmetmiglerdir. 1400’lerde Venedik’in resmedildigi bir yapit icin Resim 1’e bakiniz.
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141}

I

Resim 1%

Fakat Roénesansla birlikte ressamlar dinyaylr kendi goérdikleri bicimde resmetmek
istemislerdir. Resme bakildiginda ¢izilen nesnenin gergekmis hissi yaratmasi igin perspektifi
kullanmaya baslamiglardir. Perspektif sayesinde derinlik hissi yaratarak istedikleri sonuca

ulasmislardir. Bu derinlik hissini perspektifin (¢ kuraliyla yakalamislardir:

e “Boyutun perspektifi: Uzak objeler daha kuguk resmedilirler.
e Renklerin perspektifi: Uzak objeler daha sénlk renklerle resmedilirler.

e Dis hatlarin perspektifi: Uzak objeler daha yumusak hatlarla resmedilirler.”®?

Resim 1 incelendiginde, perspektif icin olusturulan bu kurallarin uygulanmadigi
gorulmektedir. Kiyidaki (uzaktaki) insanlar, kayiktaki (yakindaki) insanlara nazaran daha buyuk
cizilmemis ve kugularla insanlar ayni boyutta resmedilmislerdir. Renkler, uzak ya da yakin farki
olmaksizin ayni canlilikta kullaniimiglardir. Uzak ve yakin objeler ayni sertlikte hatlarla

olusturulmusglardir.

61 (Cevrimigi) http://www.pages.drexel.edu/~tobiabj/courses/textbook/3a.html, 16 Temmuz 2014.
2L adislav Kvasz, “History of Geometry and the Development of the Form of Its Language”, Synthese,
Vol.CXVI, No:2, Springer, 1998, pp. 141, 142.
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1.4.1.1. Leonardo Da Vinci (1452-1519)

italyan ressamlardan Leon Battista Alberti ve Francesco della Pierro, Leonardo’dan 6nce
perspektifin tekniklerini kullanmislardir. Fakat Leonardo’nun eserlerindeki geometri kullanimi
onlara gore daha 6n plandadir. Leonardo, goruntulerin uzayda diz bir dogru seklinde iletildigini,
bdylece gorintinin piramit seklinde bir formu oldugunu gérmistir. Burada piramitten kasit,
gozleyenin gordigu nesnenin dis hatlarinin piramidin tabanini olusturmasidir. Leonardo,
perspektif teknigini dogru bir bicimde uygulayabilmek igin uygun bir yerde durduktan sonra
resme tek bir gbzle bakmayi dnermistir.®® Leonardo’nun perspektif uygulamasi igin Sekil 1'e

bakiniz.

Sekil 1%

1.4.1.2. Albrecht Durer (1471-1528)

Ucg boyutlu nesneleri iki boyutlu resimlere cizmek isteyen Rénesans ressamlari bazi
bozulmalarin olabileceginin farkindaydilar. Aralarindan bazilari bu bozulmanin en aza
indirgenmesi igcin resmin matematiksel bir kaynaga dayanmasi gerektigini fark etmistir. Bu
matematiksel kaynadi geometride bulan perspektif sanatinin dncllerinden biri Albrecht

Direr'dir.

8 Tabak, op. cit., pp. 58, 59, 61.
5 |bid., p. 58.
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Perspektif sanatinin altinda yatan teori, 6zellikle Leonardo ve diger ressamlar tarafindan
Gulney Avrupa’da ortaya ¢ikmistir. Dlrer bu teoriyi analiz edip, dort ciltlik bir eser yazarak Kuzey
Avrupa’daki kendi ¢agdaslarinin erisebilmesini saglamistir. Bu eserde sanatta dlcimuin nasil
yapildigi ve perspektif sorunlari Gzerinde durmustur. Diurer, matematik ve sanati bir butin olarak
gbérmastir. Matematiksel olarak perspektif hakkindaki teorik sonuglari Leonardo’nun
sonuglarindan daha derin degildir. Fakat Durerin farki perspektif hakkindaki teorik fikirlerin,
pratik olarak nasil uygulanacadini gostermesinden gelmektedir. Direr, gdzlemci ve nesne
arasindaki izdisimunlin nasil yapilandigini ortaya koymustur. Perspektifin resimlere nasil
uygulandigini géstermek icin Resim 2 ve Resim 3’deki resimleri ¢izmis ve bdylece perspektif

resim tekniklerinin, nasil uygulanacagini gostermistir.®

% Tabak, op. cit., pp. 61, 62, 63.
8 (Cevrimigi) https://transitionconsciousness.wordpress.com/tag/construction/, 16 Temmuz 2014.
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Resim 3’de g6z mercegi, gozlemleyen goz olarak disinuldiginde, ip udun Gzerindeki

bir noktadan gézlemleyen goze 1s1gin gittigi yolu gostermektedir.

“Birinci Adim: Cizim yapilan yerin solundaki kisi, udun incelenmesi istenilen noktalarinin
izdisiminl noktalamaktadir. Bunu yaparak o kisi, udun Uzerindeki bir noktadan g6z mercegi

arasinda bir dogru (ip) yaratmaktadir.

ikinci Adim: Sagdaki kisi, sekilde gosterildigi gibi dikdértgen gergeveyi, bir dnceki adimda
yaratilan dogru Uzerindeki noktayla kesisene kadar hareket ettirmektedir.

»68

Uglincli Adim: Cergeve kapatildiginda perspektifin uygulandigi dogru gizilir.

Bdylece Ronesans ressamlari perspektifin ilkelerini belirlemislerdir. iki paralel dogrunun
‘bakis noktas’'nda®® birlestigini kesfetmislerdir. Bdylece paralel dogrulari ilk kesigtirenler

Rénesans sanatgilari olmustur.”® Onlar resmedilecek goérintii ile resmedilen yer arasindaki

87 (Cevrimigi) http://virtualterritory.files.wordpress.com/2007/05/a-duerer-a-man-drawing-a-lute-sml-512.jpg,
16 Temmuz 2014.

% Tabak, op. cit., pp. 63, 64.

% [ngilizce kaynaklarda ‘eyepoint’ ya da ‘viewpoint’ olarak gegmektedir.

70 Rénesans ressamlari iki paralel dogrunun goriintisiinl gizmek igin nedenini bilmeseler de bir noktada
kesisen dogrular gizmeleri gerektigini kesfetmislerdir. Bunun sebebi - cevabi- ise Projektif geometri
tarafindan verilmistir. (Kvasz, op. cit., p. 143.)
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iligkiyi ve uzakliklari hesaplamiglardir. Perspektifle Venedik'in resmi, Gotik stilde gizilen Resim

1’den, (1700’10 yillarda) Resim 4’e dénlismustar.

Resim 47"

Resim 4’de, perspektifin yukarida bahsedilen U¢ kurali da (boyut, renk ve dis hat)
uygulanmistir. Uzaktaki insanlar, yakindaki insanlara nazaran daha kugik gizilmistir. Yakindaki
bina, uzaktaki binalara nazaran daha parlak renkte resmedilmistir. Resmedilen nesnelerin
hatlarinin, yakindaki nesnelerde daha belirgin oldugu goérilmektedir. Boylece Resim 4’de

derinlik hissi yaratiimistir.

Resim 4’e bakan kisi, Tanri degil kisinin kendisidir. Rénesans Dénemi’nden énce Gotik
tarzindaki resimler, homojen yap! sergilediklerinden Oklidyen geometriye uygundurlar. Fakat
Ronesans’la beraber perspektif kullanarak olusturulan resimler, homojen yapida olmayip,
Oklidyen geometrisiyle tanimlanamazlar. Bunun en belirgin gdstergelerinden biri, Rénesans

resimlerinde paralel dogrularin kesismesidir.

1.4.2. Izdlisum Geometrisi

™ (Cevrimigi) http://www.pages.drexel.edu/~tobiabj/courses/textbook/3a.html, 16 Temmuz 2014.
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Ronesans Donemi ressamlarinin perspektif uygularken olusabilecek bozulmalari en aza
indirgemek igin kullandiklari matematiksel yansima teknikleri, izdisim geometrisinin olusumuna

oncllik etmigtir.”

1.4.2.1. Gerard Desargues (1593-1662)

izdlisiim geometrisinin kurucusu Fransiz matematikci Gerard Desargues’dir. Rénesans
ressamlari gercgeklik ile resim arasinda iligki kurarken, Desargues resim ile resim arasinda iligki
kurmustur. Diger bir deyisle, Rénesansli sanatgilar ¢ boyutlu nesnelerle iki boyutlu resimler
arasinda iligki kurarken, Desargues Sekil 2’de de g0sterildigi Uzere, iki boyutlu resim ile iki
boyutlu resim arasinda iliski kurmustur. Bu yansima iligkisi izdisim geometrisini olusturmaktadir
ve bu geometrinin ¢ikis noktasi bir noktadan bakildiginda iki resmin de ayni izlenimi

olusturmasindan gelmektedir.”

Resim 2

Sekil 2775

2 Tabak, op. cit., p. 56.

3 Kvasz, op. cit., pp. 143, 144.

™ Ibid, p. 143.

75 ‘point of view’, ‘eye point’ ya da ‘view point’, ayni anlama gelen terimler olup, tezin yazari tarafindan ‘bakig

noktas!’ olarak ingilizceden Tiirkgeye cevrilmistir.
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Oklid geometrisinin homojen bir yapida oldugu belirtiimisti. Rénesans perspektif
tekniginde oldugu gibi Desargues’in izdisuim geometrisinde de ‘bakis noktasi’ vardir. Bu bakis
noktasiyla izdlisim geometrisi, Oklidyen bir yapi sergilememektedir. Bunun en belirgin érnegi,
paralel dogrularin kesisebilme 6zelligidir. ilk olarak Rénesans ressamlarinin kesfettigi bu dzelligi
Desargues, izdusum geometrisinde de kullanmistir. Desargues, Sekil 3’de (a) duzlemi
Uzerindeki paralel dogrularin, (B) duzlemi Gzerindeki izdigumlerinin paralel olmadigini
gOstermis, bdylece bir dizlemde paralel olan dogrularin diger bir dizlemdeki izdlisim

gorintisinin paralel olmadigini ortaya koymustur.”

Sekil 3777

Desargues, sadece Rdnesans perspektif calismalarindan etkilenmemis ayni zamanda
Kepler'in streklilik ilkesinden de etkilenmistir.”® 1604’ de Johannes Kepler, her dogrunun ideal bir
nokta ya da ‘sonsuzda bir nokta’ oldugunu gdstermistir.®° Desargues bu ideal noktalari izdigim

yontemlerinde kullanarak, geometri problemlerine ¢6zim getirmistir.

6 Kvasz, op. cit., pp. 145, 146.

7 Ibid., p. 144.

8 Sari paralel dogrularin izdlisiminin, kirmizi- P noktasinda birlesecek- dogrular oldugunu daha net
go6stermek igin seklin orijinaline renkli kisimlari tezin yazari eklemistir.

® Boyer, Merzbach, op. cit., p. 330.

8 Roberto Torretti, Philosophy of Geometry from Riemann to Poincare, 2nd ed., Dordrecht, D. Reidel
Publishing Company, 1984, p.111.
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iki dogru her zaman ufukta bir noktada kesismektedir. Bu nokta sanatta ‘kaybolma
noktasr’, izdlisim geometrisinde ise ‘sonsuzda bir nokta’ olarak adlandiriimaktadir.®' Paraboliin

odagi sonsuza gitmekte ve paralel dogrular ‘sonsuzda bir nokta’'da birlesmektedirler.??

Desargues, koni kesitlerinin izdisimnu aldijinda hangi 6zelliklerinin degistigini ya da
degismedigini arastirmistir. Bu arastirmasi Konilerin Diizlemle Kesigsmesiyle Olusan Sonuglarin
Taslak Onerileri Girisimleri®® adli eserinde mevcuttur. Desargues’in arastirdigi ayni koni
kesitlerini Apollonius, iki bin yil énce arastirmistir. Fakat Desargues’in farki bu koni kesitlerini
izdisim geometrisini kullanarak gézden gecirmesidir. Desargues, koni kesitinin izdisumunun,
bagka bir koni kesiti oldugunu kesfetmistir. Ornegin bir elipsin izdlisiim altindaki goriintisi elips,
parabol, hiperbol olabilmektedir. Bunun bir érnegdi olarak asagidaki Sekil 4 gdsterilebilir. Elipsin
izdisum altindaki goruntlsu, kesitin nereden alindidina bagh olarak degismektedir. Fakat,
bulunan bu sonuglardan farkli bir sonug elde edilmemistir. Ayrica elipste oldugu gibi parabol ve
hiperbollerde de izdlisim kurallari ayni sonuglari vermektedir. Daha genel sekilde koni kesitinin
izdisimudndn daima bir koni kesiti oldugu ifade edilebilir. Bu ylzden izdliisim geometrisinde

batiin koniler aynidir.3

Sekil 4

Blaise Pascal ve Philippe dela Hire, Desargues’in izdisim geometrisinde kullandigi

yéntemleri kullanmaya devam eden isimler arasindadir. Ayrica bu yontemler, XVI. ylzyilda

8 Tabak, op. cit., p. 69.

82 Boyer, Merzbach, op. cit., p. 331.

8 Kitabin orijinal adi: Brouillon projet d’une atteinte aux evenemens des rencontres d’un cone avec un
plan (Paris, 1639).

8 Tabak, op. cit., pp. 69, 70.
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analitik ydntemlere basari getirmis ve X1IX. ylzyilin baglarinda Monge ve 6grencisi Poncelet’in
de etkisiyle izdiisim geometrisine 6nemli katki saglamistir.®> Bu katkilardan birisi Desargues’in
ilk olarak 1648'de yayimlanan teoremidir. Desargues’in bu teoremi, XIX. ylzyilda yeniden

olusturulan izdisim geometrisinin temellerinden biri olmustur.

Hem iki hem de (i¢ boyutlular igin gegerli olan Desargues’in teoremi séyledir: “iki tiggen,
birbirinin benzer agilarinin uzatilan kenarlari kesisecek sekilde konumlandirilirsa, karsilik gelen

kenar ciftlerinin kesisim noktalari dogrudas olur. Tersi de dogrudur.”® Gérsel anlatimi icin Sekil

5’e bakiniz.

Sekil 5%

izdlisim geometrisinin kdkeni matematik veya bilime dayanmayip sanata dayandid igin
bitin geometri cesitleri icinde essiz bir yere sahiptir ve Oklidyen geometrinin dzelliklerini
tagimamaktadir. John Tabak, izdiigiim geometrisini ilk Oklidyen olmayan geometri olarak kabul
etmektedir. Fakat Tabak digindaki bir cok geometrici, XIX. yiizyilda olusturulan Oklidyen
olmayan geometrilerden (hiperbolik, eliptik gibi) dnce yapilan ¢alismalari, Oklidyen geometriye
tam anlamiyla alternatif birer sistem olarak ortaya cikmadiklari disiincesiyle Oklidyen olmayan

geometriye bir érnek olarak kabul etmemiglerdir.

8 Torretti, op. cit., p.111.
8 Boyer, Merzbach, op. cit., p. 332.
87 (Cevrimigi) http://archive.lib.msu.edu/crcmath/math/math/d/d133.htm, 30 Mayis 2015.
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1.5. Aydinlanma Donemi

Ronesans Dénemi ile birlikte disince Ortagag Donemi’'ndeki otoriteden kurtulmus ve
akil ile deneyim 6n plana ¢ikmistir. XVI. yizyilda ise Rdénesans Dénemi'ndeki gelismeler
sistemli hale getirilmistir. Rasyonalizm goérusunun 6ne c¢iktigi bu yuzyllda aydinlanma
felsefesinin dusinsel temelleri hazirlanmistir. XVII. ylzyilda ise rasyonalizm ve empirizmin
guglenmesi ile meydana gelen teorik sorunlar yeni bir takim sentezlerle asilmaya calisiimigtir.
Bu dénemde yapilan felsefi tartismalar, Oklidyen olmayan bir geometri gesidi olan goriinenlerin

geometrisinin ortaya ¢ikmasina zemin hazirlamigtir.

XVI. ve XVI. yiizyilarda astronomide meydana gelen degisimler Oklidyen geometriyi
onemli hale getirmistir. XVI. ylzyilda Descartes uzayi sonsuz, genislemesini limitsiz olarak
tanimlamis; Isaac Newton, uzaydaki fiziksel nesnelerin dodasi icin geometriye basvurmustur.
Fiziksel uzay, Oklid uzayl olarak tanimlandidi icin paralel postulatin ispati hala énem
tasimaktadir. Paralel postulat yerine farkli alternatifler sunma, 6nceki ylzyillarda oldugu gibi
devam etmigstir. XVII. yluzyilda Pietro Antonio Cataldi, X VIII. yuzyilda John Playfair ve yine ayni
yuzyilin sonlarina gelindiginde Farkas Bolyai gibi isimler paralel postulati ispatlamaya calisanlar
arasindadir. Fakat bircogunun calismasi dnceki dénemlerde elde edilen sonuglardan farkli bir

sonug getirmemistir.

Paralel postulat ispat g¢alismalarinda farkli sonu¢ elde eden ve Oklidyen olmayan
geometrilerin olusum slresinde etkisi olan isimler Saccheri ve Lambert'dir. Onlar paralel
postulati ispatlamaya calisirken Oklidyen olmayan sonuglar elde etmigler, fakat Oklidyen

geometriye tam anlamiyla alternatif bir sistem olusturamamislardir.

Bu dénemde ayrica XVII. yizyiln ikinci yarisi Wallis’in katkisiyla, Oklid’in paralel postulat
ispatinin gereksizligi ilk defa ortaya atilmistir. Paralel postulat ispat ¢aligmalarindan bagimsiz
olarak ise Oklidyen olmayan geometrilerin olusum sirecinde Reid’in galismalari ve Kant'in bilgi

kurami etkili olmustur.
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1.5.1. John Wallis (1616-1703)

1651’de Wallis, Oxford’da verdigi derste Nassiruddin’in paralel postulat Gzerine ispatini
gOstermistir. Wallis, derslerinde herhangi bir ispatin gereksizliginden bahsetse de o dénemin
paralel postulati ispatlama ihtiyacindan dolayi kendi ispatinin éncekilerden daha iyi olacagini
umarak 1663’de ispatini ortaya koymustur.®® Antik Yunan’dan suregelen, paralel postulat yerine
onu farkh sekillerde ifade eden postulatlarla yer dedistirmesi gelenegine Wallis de katiimistir.
Paralel postulatin ispatlanamayacagini, fakat onun yerine ispatlanabilecek bagka bir seyin kabul
edilmesi gerektigini iddia etmistir. Sekiz 6nerme Uzerine kurdugu sistemde, ilk yedisini her
zamanki yontemlerle ispatlamigtir. Sekizinci 6nermesinde ispatlama yapmayip, sadece aciklik
getirmis ve ortaya koydugu ‘her seklin keyfi blylklikte benzer sekli vardir énermesinin

ispatlanabilecegini diistinmstir.®

Wallis'in  iki bin yil boyunca OKklid'in paralel postulatini ispatlamaya caligip,
basaramayanlardan bir farki yoktur. Onun farki ispatin gereksizligi hakkindaki disilincesi ve
paralel postulata es dederde bir postulat ele almamasindan gelmektedir. Bdylece paralel

postulatla ilgili ilk kuskular filizlenmistir.

1.5.2. Gerolamo Saccheri (1667-1733)

Felsefe, matematik ve teolojiyle ilgilenen Iitalyan skolastik filozof Saccheri, XVI.
ylizylldaki bir c¢ok geometrici gibi paralel postulatin Oklid’'in ilk dért postulatindan
cikarilabilecegini diisinmektedir.®® O, paralel postulati ispatlamak igin ilk dort postulati
kullanarak, bu postulatin digerlerinden bagimsiz olmadigini gostermek istemistir." Bu yontem,
paralel postulatin bir teorem oldugu daslincesiyle ylGzyillardir Yunanlilar ve Araplar tarafindan
uygulanmistir. Saccheri, paralel postulati ispatlamak istedigi icin bu alanda 6nceden yapilan

calismalari arastirmistir.

8 Wolfe, op. cit., p. 29.
8 Torretti, op. cit., p. 44.
% Stahl, op. cit., p. 212.
! Barker, a.g.e., s. 61.
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Saccheri, Oncelikle John Wallis'in ‘her seklin keyfi buyuklikte benzer sekli vardir’
Onermesinden yola ¢ikmistir. Benzer dcgenlerin olasiligini inceleyen Saccheri, benzer
Ucgenlerin varhginin da ispatlanmaya ihtiyaci oldugunu fark edince Wallis’in yolundan
vazgegmistir. Nassiruddin ve Wallis’in ispatlarini elestirdikten sonra Saccheri, ¢6zUmui eski
matematik ispat yollarina bakarak bulmaya galismis ve ‘olmayana ergi’*? yontemini kullanmaya
karar vermistir.”® Bu yontemle paralel postulatin, digerlerinden bagimsiz oldugunu iddia edip bu
iddiasinin celigkiye yol acgtigini gosterirse, bu durumda iddiasinin yanhs oldugunu gostermis
olacaktir. Diger bir deyigle, Saccheri ilk dort postulati dogru kabul edip, paralel postulatin

yanliglanabilirligini sorgulamistir.

Saccheri bu yéntemi, Omer Hayyam'in paralel postulati ispatlamaya calisirken kullandigi
dortgene uygulamistir. Saccheri bir ABCD dortgeni almig, [AB] tabanindan tabana dik olacak
sekilde koése noktalardan [AD] ve [BC] gibi iki dogru gizmis ve olusan Z(ADC) ve Z(BCD)
acilarini incelemistir. Asagidaki Sekil 6’da da goéruldigu tzere boyle bir dértgende tepe agilarina

gore Ug farkli hipotez ortaya ¢ikmaktadir:

i. Z(ADC)ve Z(BCD) tepe acilan dik acilardir.
i. Z(ADC)ve Z(BCD) tepe acilari genis agilardir.
iii. Z(ADC) ve Z(BCD) tepe acllari dar agilardir.

Sekil 6%

O dbénemde uzayin daima ayni oldugu varsayildigi, yani bir zamanda ve mekandaki
geometri sekilleri dogruysa, her yerde ve her zamandaki geometri sekillerinin dogru olacag

disunuldagu icin Saccheri, bu ¢ hipotezden yalnizca birinin dogru oldugunu kabul etmistir. Bu

92 ‘reductio ad absurdum’ adi verilen dolayli uslamlama yéntemi
% Wolfe, op. cit., p. 31.
% Torretti, op. cit., p. 45.
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sebeple Saccheri, Oklid'in paralel postulatini ispatlamak igin i. hipotezin dogru oldugunu

gOstermesi gerektigini distunmustar.

Saccheri, ortaya koydugu postulatlara dayanarak ii. hipotez icin ‘dogrunun istenilen
uzunluga uzatilabilecedi’ postulatiyla celigki icinde oldugundan dolayr bu hipotezin yanlis
oldugunu belirtmigtir. Fakat iii. hipotezin celistigi herhangi bir postulat bulamamigtir ve mantiksal
olarak uyumlu oldugunu gérmustir. Dolayisiyla Saccheri, iii. hipotezin yanhs oldugunu
gbsterememis ve Oklid’in paralel postulatinin ispatini yapamamustir. iii. hipotezinden Oklidyen
geometrinin teoremlerine paralel, buna ragmen ona benzemeyen sonuglar elde eden Saccheri,

tamamen yeni tip bir geometrinin birgok temel teoremini ispatlamigtir.®

Saccheri iii. hipotezinden (Urettigi yeni tip geometrisine ‘Evrensel Geometri’ adini
vermigtir. Evrensel Geometri’de paralel dogrular diz olmak zorunda degildir ve bdylece o, bu
yeni geometri gesidiyle Oklidyen geometri 6zellikleri tasimayan bulgular elde etmistir. Saccheri,
bu yeni cesit geometri hakkinda yetmis sayfa yazdiktan sonra bunun yanlis oldugunu
bildirmistir. Bircok arastirmaci Saccheri'nin bu davranigi icin déneminin inanci olan Oklidyen
geometrinin tek geometri oldugu inancindan etkilendigini diisiinmektedir. Bdylece Oklidyen
geometriye dénlis yapan Saccheri, 1733'de Elementler'i Biitiin Kusurlarindan Arindirilmis Oklid

% bagligiyla yayimlamigtir.?’

Géttingen Universitesi'nden Abraham Kastner, paralel postulat hakkinda uzun siire bilgi
toplamis ve paralel postulatin ispatlanamayabileceginden siiphelenmeye baslamistir. Ogrencisi
Georg Simon Kliigel, 1763’de “Temel Paralel Teori ispati Girisimleri Uzerine inceleme”® baslikli
doktora tezinde paralel postulatin en iyi ispat galismalarinin arastirmasini yapmistir. Bu
calismasinda paralel postulatin yapilan ispatlarini detayli bir sekilde gdsteren Kilugel,
Saccheri’nin ¢alismasini da incelemistir. Klagel, Saccheri’nin ¢galigsmasinin diger inceledigi otuz

ispattan daha ikna edici olmadigini belirtmistir.*® Kllgel, paralel postulatin ispatlanamayabilecegi

% Barker, a.g.e., s. 62, 63, 64.

% Latince orijinal basli§i: "Euclides ab omni naevo vindicatus sive conatus geometricus quo stabiliuntur
prima ipsa geometriae principia"

% Leonard M. Blumenthal, A Modern View of Geometry, New York, Dover Publications Inc., 1980, p. 9.
% Doktora tezinin orijinal adi: “Conatuum Praecipuorum Theoriam Parallelarum Demonstrandi Recensio”
% Torretti, op. cit., p. 48.
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konusundaki dusuncelerini bu yazisinda belirterek, bu konudaki supheyi ilk yayimlayan

olmustur.

1.5.3. Thomas Reid (1710-1796)

Kligel gibi XVIII. yuzyllin bazi geometricilerinde ve filozoflarinda paralel postulatin
ispatlanamayabilecegi distncesi filizlenmistir. XVIII. ylzyilda ortaya c¢ikan tartismalardan
anlasilan, bu dusincenin ortaya c¢ikmasiyla geometrinin nesnelerinin dogasi hakkinda
sorgulamalarin bagladigidir. Bu sorgulamalarda farkli yaklagimlara sahip digstnUrler arasindan

Reid’in calismasi, Oklidyen olmayan bir geometri yapisina sahiptir.

1763’de Klugel, dogru ve egrilerle ilgili ‘onlari ¢cikarimlarla ya da kavramlarla bilmiyoruz,
tecrlibelerimizle ve g6zimuzin hikmuyle biliyoruz' diyerek kendi gézlemini dile getirmistir.’®
1764’de ise Reid gdziin geometri lizerindeki hikmiini inceleyerek, Oklidyen kurallara uymayan
‘gérunenlerin geometrisi'ni kesfetmistir. Reid’in ¢alismalari Berkeley’in gorsel uzay hakkindaki
idealist yaklagimina karsi, realizmi savunmustur. Berkeley, ‘yeni gérme teorisi'nde geometrinin
nesnelerinin sadece maddi uzay oldugunu iddia etmistir. Reid, gériinenlerin bir matematik bir
c¢alismasinin nesnesi olabilecegi tartismasinda, Berkeley ve Hume'un ‘kavram olusumu’

teorilerinin karsisinda durmustur.'’

Reid’in gdriinenleri bir matematik ¢alismasinin nesneleriymis gibi ele almasinin nedeni,
onun ‘ideal zihin sistemi’ olarak adlandirdigi, Berkeley ve Hume’un zihin teorilerine karsi yaptigi
elestiriden gelmektedir. Reid’e gore, ideal sistem kuskuculuga goéturir ve bu ylzden temelde
yanlis olmahdir. Reid, sekil ve uzam igeriginin nasil gelistirildigini agiklamaya c¢alismistir. O,
empirik icerigin olusumunda algilarin merkezde oldugu ‘ideal sistem’ tezine karsi ¢ikmaktadir.
Reid algilarin, sekil ve uzam ele alindiginda tam bir agiklama yapamadigi sonucuna varmistir.

Reid’e gore gorsel algi, gorsel sekil icerigine sahip olmak igin gerekli bir kosul degildir. Gérme

190 Kligel (1763), p. 16; quoted in Torretti, op. cit., p. 48.

191 Norman Daniels, “Thomas Reid's Discovery of a Non-Euclidean Geometry”, Philosophy of Science,
Vol.XXXIX, No:2, The University of Chicago Press on behalf of the Philosophy of Science Association, Jun.,
1972, pp. 219-234, p. 219.
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engelli bir kisi, iki boyutlu goérsel uzayin metrigini anlayabilmekte, uygulayabilmekte ve gorsel

algisi olmaksizin gorsel sekilleri birbirinden ayirt edebilmektedir. '

Reid gorsel uzayi yapilandirmada kullandigi tekniklerini, XVI. ve XVIII. ylzyllin gérme
alanindaki teorileri Gzerine insa etmistir. Reid’in yapisindaki bazi temel, teknik fikirler daha énce
Malebranche’'nin  1694’de yazdid1 Search After Truth adli yapitinda uzakhk ayrimi
tartismalarinda bulunmaktadir. Malebranche, uzaklikla ilgili yapilan hatali yargilarin bir semasini
sunmustur. Malebranche bu semasinda, yapilan hatali yargilarin gézin noktalar arasi uzakhgi
ayirt edemediginden kaynaklandigini gostermeye calismistir. Benzer sekilde 1692°de
Molyneaux da ‘uzunlugun sonu bize dogru sunuldujunda sadece nokta goéririz; uzunlugun
kendisinin farkina varilmaz’ diyerek g6zun uzunlukla ilgili G¢ boyutlu bir algisi olmadigini
belirtmistir. Malebranche’in semalari ve Molyneaux’un ¢alismalarindan yola ¢ikarak Reid, gérsel
uzay! iki boyutlu ele almigtir. Molyneaux ve Malebranche goérsel uzayi bir geometri sistemi iginde
ele almamiglardir.’® Fakat Reid, Molyneaux ve Malebranche’'un galismalarini geometrik bir

sekilde yorumlayarak gorunenlerin geometrisini olugturmustur.

Reid yapisini olustururken, iki boyutlu gériinen uzay ve nesne grubunu belirlemek icin

uzakhk ayrimi yapamayan ideal gdzi kullanmistir. Reid’in yapisindaki bu gézin dzellikleri:

“Tek g6z kullaniimakta ve bdylece tek gézIi gorsel uzay insa edilmektedir.

e Go6z herhangi bir derinlik ayrimi yapamamaktadir.

e (GoOzu gevreleyen kire istenildigi 6lglide biylk olabilmektedir.

e Herhangi bir yone isaret edildiginde g6z normal goéris alanini muhafaza etmektedir.

e Goz, 360° donebilmekte, fakat doniistirememektedir.”'%*

Standart bir gérmeyle ‘gézden esit uzakliktaki batun goérinen noktalarin yiazeyleri egridir’
yargisi c¢ikarilabilmektedir. Reid bu yarginin, G¢ boyutta ayrim icerebilecegini ve gorsel
ylizeylerin ne egdri ne de diizlem olduklari sonucunu c¢ikarmistir.' Oklid’'in Elementlerde énce
tanimlan ve postulatlari daha sonra teoremleri sundugu gibi Reid de kendi ‘gériinenlerin

geometrisi'ni benzer adimlarda géstermistir. Bu adimlar dért asamada 6zetlenmistir.

192 bid., p. 232.
1% Ibid., p. 231.
104 Ibid., p. 221.
1% Ibid., p. 223.
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1. “Nokta, dogru ve agi gibi temel kavramlarin standart tanimlarini sunmustur.

2. lslevsel olarak tanimlanan gériiniin bir uzayi vermek icin 6zel niteliklerle ideallestirilmis bir
g0z ile birlikte, tG¢ temel kavram kullaniimistir. Béylece daha sonraki teoremleri igin islevsel
bir model belirlemisgtir.

3. Bu goériinen uzayin, bu uzayi kapsayan keyfi bir kiire tarafindan ‘gosterildigini’ iddia etmistir.
(Bu adim ispatin surekliligi ile iligkilidir.)

4. Kiresel geometriden uyarlanmis, bazi temel geometri teoremleri 6Snermisgtir.”1%

Reid’'in dérdinci adimindaki Oklidyen olmayan varsayimlar, ikinci adimda istenilen
deney goz éniine alindiginda olusturulan uzay icin dogrudur. ikinci adim ézel geometri nesneleri
kimesinin nasil secilecedini sdyleyerek, temel geometri temel terimlerinin nasil yorumlanacagini
goOstermektedir. Yani ikinci adim, goérinenlerin geometrisinin teoremleri icin islevsel olarak
Ozellesmis bir model sunmaktadir (Biz buna, goérinenleri gdézden gelen deneyimle insa
ettigimizden dolayi, deneysel/tutarlilik ispati diyebiliriz). Uglincii adim gériinenlerin Oklidyen
olmayan geometri icin dogal bir Oklidyen model vererek, ispatin géreceli tutarhiligini ortaya

koymaktadir.'"”

Reid, kendisinden 6nce neden kimsenin gorinenlerin geometrisini kegfetmedigini kendi
zihin teorisine gore aciklamaktadir. Ona goére gorsel sekillere dikkat edilmemektedir ve onlara
maddi sekillerin bir simgesi gibi davraniimaktadir. Reid, geometricilerin hesaplamalarinda ya da

6lgiimlerinde hata yapmamasini ise asagida verilen i¢ argiimanina baglamaktadir.'®

1. “Kiresel ylzeyin kiguk bir pargasi, diz bir ylizeyden hissedilir derecede farkli degildir.

2. insan gézii dyle sekillenmistir ki tek bir agidan ayrik bir sekilde gériilen bir nesne goriinen
uzayin sadece kuguk bir kismini kaplayabilir.

3. Duzlem sekillerine egik olacak sekilde tek bir agidan bakildiginda, géze sunulan gériinen
sekillerden biraz farkhdir. Bundan dolayi, bir agidan gortinen diz sekiller, dizlikleri gbze

egik degil, dogrudan goriindiglnde, gbze sunduklari gériinen sekillerden az farkhlagir.”®

1 Ibid., p. 220.
107 |bid., p. 221.
18 |bid., p. 294.
19 |bid., pp. 294, 295.

(=3
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Reid hipotetik, 6zel bir uzay insa etmek yerine, insanin goérsel uzayini ideallestiren bir
yap! olusturmak istemistir. Reid, gériinenlerin geometrisi icin Oklidyen uzaydaki egrilerin kiresel
geometri uygulamasi olarak yorumlanmasini kastetmistir. Reid, kendi eliptik geometrisi igin
model teoremler ve kirenin ylizeyine dogal érnekler énermistir. O donemde kiiresel geometriler
bilinmektedir ve Reid, Oklidyen geometrinin gercek uzay igin dogru olup olmadigini
sorgulamadigi igin Oklidyen geometriye tam anlamiyla bir alternatif sunmamistir."® Fakat
gérinenlerin geometrisi yapisi geredi Oklidyen olmayan bir geometri yapisi sergilemektedir.
Dolayisiyla bu geometri, Oklidyen olmayan geometrilerin oncli calismalarindan kabul

edilmektedir.

Tek noktadan bakan gozu kullanan goértnenlerin geometrisi, bu yoniyle Rdnesans
Doénemi perspektif ve izdisim geometrisi calismalarina benzerlik gostermektedir. Bu
galismalarin higbiri Oklidyen yapida degildir. Perspektif ve izdligiim geometrisinin kdkeninin
geometri yerine sanat olmasi ve Reid’in geometri uzmani olmayip bilissel psikolog olmasi,
Oklidyen olmayan geometrilerin gelisim sirecinde geometri digindaki alanlarin etkisini ortaya

koyan orneklerdendir.

Reid igin her iki geometri de, fiziki veya gériinen uzayin 6zel bir yorumuna a priori olarak
ya da ‘bizim olusturmamiz sonucu’ baglh olduklarindan dogrudurlar. Reid, iki es degerde, kendi
icinde celiskisi bulunmayan geometri sistemlerini (Oklidyen ve goériinenlerin geometrisi), fiziksel
uzay! Oklidyen kabul ettigi icin, deneye tabi tutmamistir. Bu a priori inancindan dolay fiziksel

uzayin geometrisini sorgulamadigi dusintimektedir.'"

1.5.4. Immanuel Kant (1724—-1804)

XIX. ylzyilin Oklidyen olmayan geometri sistemi kurucularindan Lobachevski, Kant'in
isminden ya da fikirlerinden bahsetmemis olmasina ragmen Vvedensky, Lobachevski'nin

geometri kdkenlerinin Kant'in disuncelerine bagh oldugunu distnmektedir. Diger bir deyisle,

0 Daniels, op. cit., pp. 220, 230.
" |bid., pp. 232, 233.
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Kant'in bilgi kuraminin Lobachevski'nin geometrisi igin bir 6n kosul oldugunu diisiinmektedir.'"?
Kant'in gorusleri genel olarak, XIX. ylzyil geometricilerini ve filozoflarini etkilemistir. Bir¢cok
dustnur Oklidyen olmayan geometrilerin Kant'in gérigleriyle, uzayin dogasi iginde geligkili olup
olmadigini tartismislardir. Bu tartisma Helmholtz'a kadar uzanmaktadir ve Reichenbach gibi
bazi bilim felsefecileri tarafindan tekrar ele alinmistir. 1870’de Helmholtz bir yazisinda, geometri
postulatlarinin deney konusu olabildiklerinden, sentetik a priori yargilar olmadiklarini iddia
etmektedir. Diger bir deyisle, Helmholtz geometri postulatlarinin dogrulanabilmesi olasiligini,

onlarin a priori olmadiginin, empirik oldugunun bir kaniti olarak sunmustur.'"

Oklid yapilandirdi§i geometriyi deneysel bir bilim olarak olugturmamistir. Geometrinin
kismen deneysel bir bilim olmasi ne Oklid'in ne de Kant'in diisiincelerinde bulunmaktadir.
Dolayisiyla Kant'in, teorik (saf) ve uygulamali geometri arasindaki ayrimi yapmama hatasina
distigu saniimaktadir. Teorik geometri, aksiyom ve postulatlarla olusturulan sistemde, bu
postulatlar arasindaki mantiksal veya bigimsel iligkilerin incelenmesidir. Oyle ki teorik geometri a
priori ve kesindir, fakat herhangi bir tecriibe ya da uzamsal gériiye basvurmamaktadir. Diger
yandan uygulamali geometri, fiziksel dinyanin yorumu altinda bu aksiyomatik sisteminin
dogruluguyla ya da yanlighiyla ilgilenmektedir.'* James Hopkins’e gére Kant'n bu ayrimi
yapmamasindaki neden, fiziksel uzayin geometrisi ile fenomenler uzayinin geometrisinin birebir

oldugunu distinmesinden gelmektedir.'"

Kant, 1781’'de Saf Aklin Elestirisini'"® ve 1788'de Pratik Aklin Elestirisini'"
yayimlamistir. O, uzayin dogasini agiklayarak geometrinin neden a priori oldugunu gostermeye
calismistir ve uzayin sezginin saf bir formu oldugunu tartismistir. Kant'in teorisine gére geometri
sekilleri uzayda yapilardir ve algi deneyimlerimizden bagimsiz saf sezgiler olarak

yapilandirilabilirler. Bu teori, geometrinin evrensel ve gerekli dogrulugun bilimi olarak

112 Catherine Evtuhov, “An Unexpected Source of Russian Neo-Kantianism: Alexander VVvedensky and
Lobachevsky's Geometry, Studies in East European Thought”, Neo-Kantianism in Russian Thought,
Vol.XLVII, No:3/4, Springer, Dec., 1995, pp. 245-258, pp. 246, 252.

13 Shahen Hacyan, Geometry as an Object of Experience: Kant and the Missed Debate between
Poincare and Einstein, February 2, 2008, pp. 2,3.

14 Michael Friedman, “Kant's Theory of Geometry”, The Philosophical Review, Vol.XCIV, No:4, Duke
University Press on behalf of Philosophical Review Stable, Oct., 1985, pp. 455-506, p. 455.

15 James Hopkins, “Visual Geometry”, The Philosophical Review, Vol.LXXXII, No:1, Duke University
Press on behalf of Philosophical Review, Jan., 1973, pp. 3-34, p. 12.

118 Kitabin orijinal adi: Kritik der reinen Vernunft

"7 Kitabin orijinal adi: Kritik der praktischen Vernunft
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aciklanmasi igin yeni temeller saglamistir. Kant, uzayin kendiliginden fiziksel bir gergeklige
sahip olmadigini ve bu nedenle ona fiziksel 6zellikler yiklemenin anlamsiz oldugunu belirtmistir.
O, calismalarinda Newton’'un Oklidyen geometri temelli fiziginden birgok defa bahsetmistir.

Kant'a gore geometrinin postulatlari Newton mekaniginin en guicli aletleridir.'*®

Kanta goére geometri sekilleri, algisal tecribeden badimsiz olarak saf sezgiyle
yapilandirilabilirler. Kant'in teorisi X IX. yiizyil boyunca geometri felsefesine hakim olmustur.'™®
Bu hakimiyet Gauss gibi bazi geometricilerin Kant'in Newton fizigi ve Oklidyen geometriyle
kurulan hakimiyetine kargi Oklidyen olmayan geometriyle ilgili goérlslerini rahat
paylasamamalarina sebep olmustur. Ancak, Kant ile Oklidyen olmayan geometriler arasinda

celiski olmadigini dislnenler de bulunmaktadir.

Hacyan, XIX. yuzyilda olusturulan Riemann geometrisinin sentetik a priori ilkelerden
bagimsiz olamayacagini, c¢lnki Oklidyen geometriden alinan uzunluk gibi igeriklere bagl
oldugunu iddia etmektedir. Diger bir deyisle, Oklidyen geometrinin, Riemann geometrisi gibi
daha genel geometrilerin olanagi icin 6n kosul oldugunu belirtmektedir. Dolayisiyla, soyut
uzaylari meydana getirme olasiligi Kant'in tezini gliritmemekte tersine gliglendirmektedir.'® Bu
gorise goére, Oklidyen olmayan geometriler ile Kant ya da Oklid arasinda gergek bir celigki

bulunmamaktadir.’®

1.5.5. Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777)

Lambert paralel postulati ile ilgili su goérist dile getirmistir: “Paralel postulatla ilgili
zorluktan ne kurtulundu (paralel dogru taniminin degistiriimesi yoluyla) ne de kaginildi, ne de

zeki bir sekilde ele alindi. Her sey yolunda olsa bile, zorluk postulatlardan yeri degistirilerek

8 Hacyan, op. cit., pp. 3,4.

9 V. F. Lenzen, “Physical Geometry”, The American Mathematical Monthly, Vol XLV, No:6,
Mathematical Association of America, Jun. - Jul., 1939, pp. 324-334, p. 326.

120 Hacyan, op. cit., p. 4.

21 Philip Chapin Jones, “Kant, Euclid, and the Non-Euclideans”, Philosophy of Science, Vol . XllI, No:2,
The University of Chicago Press on behalf of the Philosophy of Science Association, Apr., 1946, pp.
137-143, p.143.
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tanimlara alindi. Gérdigum kadariyla, bu durum olmazsa zorluktan kurtulunmasi daha kolay

olabilirdi.”*??

Daha 6nce de bahsedildigi Uzere Georg Simon Kllgel, paralel postulati ispatlamaya
calisanlarin 6nemli kismini tezinde belirtmis ve 1763’deki bir yazisinda paralel postulati
ispatlama olasiligi hakkinda bazi kuskularinin oldugunu dile getirmistir. Lambert, Kligel'in bu

yazisindan etkilenerek yola g¢ikmistir.'?®

Lambert, Saccheri gibi paralel postulatinin
yanliglanabilirliginin mimkin olup olmadigi kendisine sorarak baglamis ve bdylece Oklidyen

olmayan geometriye iligkin bazi sonuclar elde etmistir.

1766'da Lambert “Die Theorie der Parallellinien” baslkh bir yazi yazmig, bu yazisi
1786’da 6limunden sonra yayimlanmigtir. Lambert, Saccheri ile ayni soruyu sormus olsa da
Saccheri dortgeni ile islem yapmamistir. O, sonradan ‘Lambert dortgeni’ olarak anilacak olan
ibni’l Heysem'in paralel postulati ispatlamaya galisirken kullandigi dértgeni kullanarak iglem
yapmistir. Bu dértgende U¢ dik agi alarak isleme basglamis ve bdylece dérdincl agi igin genis,
dik ya da dar olma durumlarina gére Ug¢ olasilik olusturmustur. Dérdincl aginin genis acili
oldugu durum kuresel geometrideki klasik teoreme benzemektedir. Teorem sdyledir: bir Gggenin
alani onun kuresel fazlaligi ile orantilidir. Dar agili oldugu durumda ise sanal yarigapli kuresel,

yeni bir ylizeyin olugacagini tahmin etmistir.'**

Bdyle bir sanal yarigapli kiresel ylzeyin varligi, yaklasik yiz yil sonra, 1868'de Beltrami

tarafindan goésterilmistir. Boylece Lambert’'in tahmini dogrulanmistir. Sanal olmayip gergek bir

1125 126

yuzey olan ve surekli negatif egrilige sahip bu kireye ‘aykiri kiire’'=> adi verilmistir.
Lambert Oklidyen olmayan geometri sistemi kurmamis, fakat fikir olarak g¢ok
yaklagmistir. O, paralel postulati olmadan olugacak geometrilerin ne gibi 6zellikleri olabilecegini

ortaya koymustur.'®

122 Bardi, op. cit., p. 108.

123 Wolfe, op. cit., p. 33.

124 Boyer, Merzbach, op. cit., p. 421.

125 ‘pseudosphere’

126 |bid., p. 421.

127 E. Miller, “The Non-Euclidean Geometry”, Transactions of the Kansas Academy of Science, Vol.XIX,
Kansas Academy of Science, 1903 - 1904, pp. 374- 378, p.375.



2. BOLUM

OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRI SISTEMLERININ URETILMESI

Paralel postulatin tarihsel gelisiminde XIX. yiizyila kadar geometricilerin Oklid’in paralel
postulatini ispat ¢alismalari (tanim ya da postulatin degistiriimesiyle es deger ifadeler koyma
yontemi, paralel postulati bagimsiz varsayip ilk doértten c¢ikarilmasi yontemi gibi), onceki
bdlimlerde sunulmustur. Paralel postulati bagimsiz varsayip ilk dért postulattan ayr tutmaya
calisanlar, Saccheri gibi, Oklidyen olmayan geometriyi kesfetmeye ve bir sistem olarak kurmaya
en yakin geometricilerdir. Ancak Oklidyen olmayan geometrilerin bir sistem olarak kurulabilmesi
icin paralel postulat yerine tamamen farkli bir postulat kondugunda yeni ve farkli bir geometri
sisteminin de mantiksal olarak tutarli olabilecedi gorist gereklidir. Bu gorus ise, Oklidyen

geometrinin tek dogru geometri olmadigi duslincesiyle beraber X IX. ylzyilda ortaya ¢ikmistir.

Onceki dénemde Uzerinde durulan Saccheri ve Reid gibi isimler, Oklidyen olmayan
geometrilere dair eserler Uretmis olmalarina ragmen, Oklidyen geometriden bagimsiz olarak
bilingli bir sistem kuramadiklari igin Oklidyen olmayan geometrilerin kuruculari arasina
alinmamislardir. XIX. ylzyilhin ilk yarisinda dinyanin farkli bdlgelerinde, birbirlerinin yaptigi
galismalardan kismen habersiz olan farkli geometriciler, Oklidyen geometriye tam anlamiyla
alternatif, farkli ve yeni bir tip geometri gelistirmiglerdir. Aralarinda Gauss, Lobachevski ve
Bolyai gibi isimlerin bulundugu Oklidyen olmayan geometrilerin bu kurucularinin caligmalari,

Oklidyen olmayan geometrinin i¢ ddnemlik gelisiminin, ilk dénemini olusturmaktadir.

Kant'in uzayin Oklidyen yapida oldugunu ima ettigi bilgi kuraminin bu dénem Uzerindeki
etkisine ragmen Oklidyen olmayan geometri kuruculari, Oklidyen geometriden bagimsiz olarak
kendi sistemlerini kurmus, o dodnemin teknolojisinin izin verdigi Ol¢lde fiziksel uzayin

geometrisini test etmeye calismiglardir.

40



2.1. Karl Friedrich Gauss (1777-1855)

Alman kokenli matematikgi Gauss, Oklid geometrisinden farkli bir geometrinin mantiksal
olarak tutarll olabilecegini kavrayan ilk kisiler arasindadir ve ‘Oklidyen olmayan geometr’
teriminin isim babasidir. Oncelikle ‘Oklidyen karsit’ (anti-Euclidean) daha sonra ‘astral’ olarak

isimlendirse de en sonunda Oklidyen olmayan (non-Euclidean) terimini kullanmistir.’

Gauss’un Oklidyen olmayan geometri ya da paralel postulat tizerine yayimi olmamasina
ragmen arkadaslarina, dégrencilerine yazdigi mektuplardan digtnceleri bilinmektedir. Ornegin,
1816’da ogrencisi Christian Gerling’e yazdigi mektuptan, Gauss’'un Oklidyen olmayan
geometriyi bildigi anlasiimaktadir. Gauss’un iki bin yillik Oklidyen gelenek ile Kant'in etkisini
sarsmaktan c¢ekindidi icin yayim yapmadigi dusindimektedir. Mektuplarinda, bunu yaparsa
kulaklarinin etrafinda ugusacak yaban arilarindan ve eger sirlari tutulmazsa Boethius'un

¢ighiklarini duyacagindan s6z etmektedir.?

Gauss’un universite 6grencisi oldugu dénemde Kant, 1781°’de Saf Aklin Elegtirisini ve
1788'de Pratik Aklin Elestirisini yayimlamistir. Kant, Saf Aklin Elegtiris’nde evrenin Oklidyen
oldugunu ima etmistir. Avrupa ve Almanya’da entellekttiel ¢evrede etkili olan Kant’in bu kitabini
Gauss bes defa okumustur. Fakat Gauss, uzay kavraminin a priori ve Oklidyen oldugunu ima
eden Kantgi 6gretinin gecerliliginden kuskulanmaktadir. Ona gére uzayin gergek geometrisi,

ancak deneyle bulunabilecek fiziksel bir olgudur.®

Gauss paralel postulatin ispatlanamamasiyla ilgili problemin farkinda olup, butln ispat
calismalarinin basarisiz olacagdini ¢inkl bu postulatin ispatlanamayacagini disinmektedir.
Hatta bu postulatin dogrulugu hakkinda kuskuludur. Bdylece, paralel postulati yok sayarak
onsuz bir geometrinin nasil olabilecegini dislnmistir. Gauss, bu yeni Oklidyen olmayan

geometrinin anlamlihdini ve geometrinin bir anlama ihtiyaci olup olmadigini sorgulamigtir ve

' Ladislav Kvasz, “History of Geometry and the Development of the form of Its Language”, Synthese,
Vol.CXVI, No:2, Springer, 1998, pp. 141-186, p. 147.

2 Jason Socrates Bardi, The Fifth Postulate: How Unraveling a Two- Thousand- Year- Old Mystery
Unraveled the Universe, New Jersey, John Wiley & Sons, Inc., 2009, p. 110.

3 Struik Dirk J., Kisa Matematik Tarihi, Cev. Yildiz Silier, istanbul, Doruk Yayimcilik, 2011, s. 205, 206.
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soyle demigtir: "Benim sectigim yol hepimizin aradigi sonuca ulastirmiyor. Ben daha ¢ok

geometrinin dogrulugu hakkinda kuskular duyuyorum."

Gauss’'un arkadasina yazdigi mektuplardan, Oklidyen geometriden daha fazla
geometrilerin olabilecegini ilk kez 1792'de Collegium Carolinum'da 6grenciyken on bes yasinda
farkina vardi§i anlagiimaktadir.> 1816’da O6grencisi Christian Gerling’e paralel postulati
reddetmede hi¢ bir gariplik olmadigini dile getirmistir. 1817°de ise Gauss, 6grencisi Olbers’e
“Geometrimizin zorunlu dogrulugunun ispatlanamamasi kanaatine gittikce daha ¢ok variyorum,
en azindan insan zihni tarafindan, insan zihni igin. Belki baska yasamda uzayin dogasi
hakkinda su anda ulasamadigimiz farkh bir anlayisimiz olur. O zamana kadar geometriyi saf a
priori bir temele dayanan aritmetikle degil, mekanikle birlikte konumlandirmaliyiz.” diye
yazmistir.® Ayni yazida Gauss, Wachter'in geometrinin temelleri (izerine yayimladigi balim igin
kendinden &6ncekilerden daha ileri gittigini, fakat ispatinin digerlerinden daha gegerli olmadigini
dile getirmigtir. Bir sonraki bolimde sunulacak olan Schweikart'in yayimladigi Astral geometri
icin ise gergek Oklidyen olmayan geometrinin kesfi oldugunu ve bununla 6élimsiz bir ¢aga

girdiklerini belirtmistir.”

1827'de Gauss, geometrinin temelleri Gzerine calismaya baslamistir. O, ylzeyi Ug¢
boyutlu uzayda gostermek yerine, herhangi iki ylzeyi Ust Uste bindirerek gdstermistir. Gauss,
geometri ile geoit diinya arasindaki iliskiyi gosteren ve simdi Gauss Egriligi olarak bilinen egriligi
olgmek icin calismistir. Egri Yiizeyler Hakkinda Genel Arastirmalar® adli kitabinda egrilik
Olcumlerinin genel formilleri ve egri yuzey teorilerini temellendirmistir. Bir topun kesilmesiyle
olusan duzlemsel yuzey ve dinya haritasinin gizilmesi érneklerinde oldugu gibi egri bir yuzeyin
egriligini ve boyutunu degistirmeden, baska bir ylzeye tasinmasiyla ilgilenmistir. ‘Agikorur

dénusum’ yontemini kullanan Gauss, egri yuzeylerin temel 6zelliklerini kesfetmistir.

4 Bardi, op. cit., p. 102.

® Ibid., p. 19.

 Harold E. Wolfe, Introduction to Non-Euclidean Geometry, New York, The Dryden Press, Inc., 1945, p.
57.

"George Bruce Halsted, “Gauss and the Non-Euclidean Geometry by Carl Friedrich Gauss Werke”,
Science, New Series, Vol.XIl, No:309, American Association for the Advancement of Science, Nov. 30,
1900, pp. 842-846, p. 845.

8 Kitabin orijinal adi: Disquisitiones Generales circa Superficies Curves
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Gauss on bes yasinda Oklidyen olmayan geometriler hakkinda diisiinmeye baglamis ve
hayati boyunca dusincelerinin ¢ogunu yayimlamamistir. Fakat o, 17 Mayis 1831'de arkadasi
Heinrich Schumacher'e yazdi§i mektupta Oklidyen olmayan geometriler hakkindaki

distincelerinin kendisiyle beraber lmemesi igin onlari yazmaya basladigini belirtmigtir.®

Bir Uggenin i¢ agilar toplami, Oklidyen olmayan geometriler ile Oklidyen geometri
arasindaki en belirgin ayrimlardan biridir. Oklidyen geometri icin (iggenin i¢ acilar toplaminin
180° oldugunu belirtmistik. Oklidyen olmayan geometri (ggenlerinin ic acilar toplami ise
180”den farkhdir. Daha sonra bu geometrilerin 6zelliklerinin ayrintilarina deginilecektir. Gauss,
i¢ acilar toplaminin dlcilebilir bir farklilikta olmasi igin Gg¢geninin ne blyUklikte olmasi gerektigini
sorgulamigtir. Ug dagin tepesini (Almanya’'da Inselberg, Brocken ve Hohenhagen daglar)™
Ucggenin kdse noktalari olarak segmis, 1s1gin dogrultularindan tGggenin kenarlarini olusturmustur.
Gauss, bu uggenin agilarini dlgebilmek igin hava bulutlu olsa bile ¢ok uzun mesafelerde agilari
olgcmeye yarayan ‘heliotrope’ adinda bir alet tasarlamistir. Heliotrope sayesinde blyik boyutlu
dcgenler igin deney yapma imkani dogmustur. Gauss, yaklasik % 0.0002 gibi bir hata payi ile i¢
acilar toplamini 180° bulmustur. Gauss’un kullandigi bu lGggen, yildizlar arasindaki bir Giggene

kiyasla gok kiiglik bir tiggendir ve astronomik 6lgekli bir Giggen heniiz 6lglilmemistir. 112

Gauss, fiziksel uzayin Oklidyen olmayan bir dogasi olduguna dair hi¢ bir sonuca
varamamistir. Ayrica, jeodeziklerle ilgili yaptidi calismalari uzayin egri olup olmadigiyla ilgili
galismalara uygulamamistir. O, uzayin Oklidyen olmayan yapisinin arastirimasindan ziyade

egri ylzeyleri incelemistir ve egri ylizeylerle ilgili geometri teorileri Gretmistir."

® Bardi, op. cit., p. 161.

% 1bid., p. 150.

" Mayme |. Logsdon, “Geometries”, The American Mathematical Monthly, Vol. XLV, No:9, Mathematical
Association of America, Nov., 1938, pp. 573-583, p. 579.

12 Bir gok bilim tarihi ve fizik metinlerinde Gauss'un Ug¢ dag tepesi arasinda yaptigi bu tiggen deneyinden
bahsedildigi icin bu deney tezin iceriginde yer almistir. Fakat Max Jammer’in Uzayin igerikleri adli kitabinda
Gauss'un bilimsel yazilarinda bdyle bir deneyin bulunmadidini ve gergek bir referansin olmadigini ortaya
koydugunu burada belirtmek gerekmektedir.

Arthur 1. Miller, “The Myth of Gauss' Experiment on the Euclidean Nature of Physical Space”, Isis, Vol.LXIIlI,
No:3, The University of Chicago Press on behalf of The History of Science Society, Sep., 1972, pp. 345-348,
p. 345.

3 lbid., p. 348.
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2.2. Ferdinand Karl Schweikart (1780 - 1859)

Hukuk &drencisi olan Schweikart, geometriyle de ilgilendigi icin paralel postulat
konusunda bilgili olan Hauff'un derslerine girmistir. Geometriyle ilgili tek eseri, Paralel Dogrular
Teorisi ve Bunu Geometriden Cikartma Onerileri™ paralel postulati lzerinedir."® 1816'da
Schweikart, ‘astral geometri’ olarak adlandirdigi bir geometri c¢esidi ortaya koymustur.
Schweikart, yaklasik yiz yil 6nce ilk olarak Saccheri'nin kullandigi yaklasima benzer bir
yaklasim kullanmistir. Paralel postulatin dogru olmadigini varsayarak, bunun geometri
Uzerindeki sonuglarinin neler olabilecegini incelemigtir. Paralelogramlari kullanarak probleme
yeni bir yaklagim getirmistir (dort yuzIU bir sekilde birbirine ters olan acilarin esitligi). Schweikart
bu yaklagsimiyla Oklid geometrisinin, genel geometrinin sadece bir bdlimi oldugunu fark

etmigtir.

Schweikart’'in 6ne strdigu astral geometri su Ug¢ 6zellige sahiptir:

1. Astral geometride liggenin i¢ agilar toplami 180%den kuguktur.

2. Astral geometride Uggenin alani arttikga i¢ agilarinin dlglsu azalir.
ikizkenar dik Giggenin yiiksekligi, kenar uzunluklarinin artiriimasiyla blyr, fakat asla belli
bir uzunlugu asamaz. Bu uzunluga sabit denir (Sabit sonsuz biyUklikte alindiginda ise

sonug Oklidyen Geometri olur.) Bundan dolayi kareler agagidaki formu alir."®

4 Kitabin orijinal adi: Die Theorie der Parallellinien nebst dem Vorschlage ibrer Verbannung aus der
Geometrie

'® Wolfe, op. cit., p. 58.

16 Jeremy Gray, Worlds Out of Nothing: A Course in the History of Geometry in the 19th Century,
London, Springer, 2011, pp. 93, 94.
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Sekil 7: Schweikart'in Karesi"’

1., 2. ve 3. maddelerin ana hatlarini olusturdugu astral geometri, Oklidyen olmayan bir
geometri cesididir. 1818'de Schweikart, Oklidyen ve astral geometri olmak Uzere iki cesit
geometri oldugunu yazmistir. Boylece Oklidyen geometri disinda, Oklidyen olmayan bir
geometri tanimlanmigtir. Schweikart, 1812 ve 1816 yillari arasinda astral geometriyi tanimladigi

igin Oklidyen olmayan geometri tizerine ilk yazan kisi olarak kabul edilmistir.'®

2.3. Friedrich Ludwig Wachter (1792-1817)

1809'da Goéttingen’de Gauss’'un 6grencisi olan Wachter, kendisinin ‘Oklidyen karsiti
geometri’ (anti-Euclidean geomety) dedidi geometri ¢esidi Uzerine dusundikten sonra, 1817’'de
paralel postulati ispatlama c¢alismasini bir makalede yayimlamistir. Bu makalede, paralel
postulati ispatlamak igin ‘uzayda bir diizlem Gzerinde bulunmayan herhangi dort nokta ile kire
olusturulabilir ifadesini ispatlamaya calismistir. Bunun igin oéncelikle ‘bir dogru Uzerinde
bulunmayan herhangi li¢c noktayla bir gember olustugu’nu ispatlamasi gerekmektedir. iddialari

gegersiz olmasina ragmen sezgisel ¢ikarimlarini 1816’da Gauss’a yazdigi mektupta belirtmigtir.
19

Bu mektupta kire yuzeyli bir geometri yapisindan bahsetmistir. Bu geometride kure
blyludikce ylzeyi dizlesmekte ve teorik olarak yaricap sonsuza gitmektedir. Eger paralel
postulati yanlissa, o zaman sonsuz yarigapl bir kire Uzerinde geometri ¢alismasi yapmak
zorunlu olacaktir.®® Ayrica Wachter ayni mektupta Gauss’a, Oklid geometrisinin yanlis olsa da
geometrinin ayni postulatlarla baglatilmak zorunda oldugunu yazmistir. Birkag ay sonra Gauss,

Wachter'in ispatinin yanlis oldugunu belirterek mektubu cevaplamigtir.

Wachter'in ispati ile kendinden dnceki geometriciler gibi basarisiz olmasina ragmen bu

alanda bir adim daha ilerlenmistir; ¢inkl paralel postulatin yanhghgdinda veya yoklugunda ne

7 Ibid., p. 94.

'8 Wolfe, op. cit., p. 58.

" bid., p. 57.

20 By fikrin Wachter ya da Gauss ilk olarak kime ait oldugu tam olarak bilinmemektedir.
Gray, op. cit., pp. 96, 97.
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olabilecegi sorgulanmistir. Wacther ayrica, sonradan Bolyai ve Lobachevski tarafindan
onaylanan, Oklid’in postulati yanhslandiginda bile, kiirenin yarigapinin sonsuz olduguna izin
verilirse (sinirlanan yiizey diizlem olmamasina ragmen) kiresel geometrinin Oklidyen olacagini

belirtmisgtir.?'

2.4. Lobachevski?? (1792-1856)

Matematik ve fizik bélimlerinde yliksek lisans yapmis olan Lobachevski 1816’da, yirmi
u¢ yasinda profesér olmus ve profesorlikteki ilk on yilini paralel postulata ayirmistir.
Lobachevki, ilk geometri metnini “Geometri” bashgi altinda 1823’de yazmistir. Fakat bu eseri
o6liminden sonra yayimlanabilmistir. Paralel postulati ispat ¢alismalarindan birini igeren bu

eser, Lobachevski’'nin genel olarak geometrinin temelleri hakkindaki diistincelerini icermektedir.

Lobachevski, ayrica 1826’da “Paralellik Uzerine Olan Teoremin Saglam Bir Kaniti ile
Birlikte Geometri Temellerinin Kisaltiimis Yorumu” baslikli bir makale sunmustur. Bu makalede
Lobachevski, Oklidyen geometride paralel postulatin diger postulatlardan bagimsiz oldugu
sonucuna vardigini belirtmis ve kendi kesfettigi ‘sanal geometri'ye giris yapmistir. Oklidyen
olmayan geometri ile ilgili ilk makalesini 1826’da yazmistir. Bu makale, Kazan Massenger'da
“Geometrinin Ogeleri"® bagh@i altinda 1829 yilinda yayimlanmistir. 1835-1838 yillari arasinda
kesfettigi geometrinin uygulamalarini daha da gelistirerek “Sanal Geometri”?*, “Belirli Timlevlere
Sanal Geometri Uygulamasi”® ve “Tamamlanmis Paraleller Teorisi ile Geometrinin Yeni
Temellleri™®® gibi farkh makaleler, Kazan Universitesi Arastirma Notlarinda yayimlanmstir.

Lobachevski’nin son makalesi ise “Pangeometry”dir.

21 Wolfe, op. cit., p. 57.

2 | obachevski, Rusga'dan cevirildigi igin Lobachevsy, Lobatscheffsky, Lobatschewsky, Lobatschefskij,
Lobacevskij, Lobachevskii... gibi farkli yazimlari bulunmaktadir. (George Bruce Halsted, Non-Euclidean
Geometry in the Encyclopaedia Britannica, Science, New Series, Vol. XXXV, N0:906, American Association
for the Advancement of Science, May 10, 1912, pp. 736-740, p. 736). En yaygin bigimde kullanilan ve
ingilizce kaynaklarda tercih edilen Lobachevsky gevirisidir. Fakat tezin yazari, Tiirk fonetigine daha uygun
olmasi bakimindan Lobachevski kullanimini tercih etmistir.

23 [ngilizce kaynaklarda “Elements of Geometry” ya da "On the Foundations of Geometry" olarak
gecmektedir.

24 Ingilizce kaynaklarda bu makalenin basli§i "Imaginary geometry" olarak gegmektedir.

%5 [ngilizce kaynaklarda bu makalenin bashigi "An application of imaginary geometry to certain integrals"
olarak gegmektedir.

% [ngilizce kaynaklarda bu makalenin basligi "New foundations of geometry with a complete theory of
parallels" olarak gegmektedir.
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Rus matematikgi Lobachevski ile ayni dénemde Macar subayi Janos Bolyai de,
Saccheri’'nin dar acili hipotezine denk gelen, mantiksal olarak tutarli yeni, farkli bir geometri
cesidi gelistirmistir. Farkliliklari olmasina ragmen benzer temel dzellikler tasiyan bu Oklidyen
olmayan geometri ¢esidini Bolyai ‘salt geometri’ olarak adlandirirken, Lobachevski ‘sanal
geometri’ olarak adlandirmistir. Lobachevski'nin élumunden sonra bazilari onun geometrisine
‘Lobachevskiyen geometri’ de demistir. Ancak ginimuzde bu tip geometri genel olarak

‘hiperbolik geometri’ olarak aniimaktadir.

Oklidyen geometri ile hiperbolik geometri arasindaki en temel fark, paralel postulattaki
farkliliktir. Farklih@in daha net ortaya konmasi igin Oklidyen geometride paralel postulatin orijinal
olmasa da es deg@er versiyonunu ele alalim: Verilen bir dogru (/) ve bu dogru izerinde olmayan
bir (P) noktasi ile (P) Gzerinden gecgen ve (I)’'ye paralel olan bir dogru gizilebilir (Gérsel sunum

igin Sekil 8’e bakiniz.). Bu versiyon Oklid’in paralel postulatina mantiksal olarak es degerdedir.

: _—
/ 2
Sekil 8 Sekil 9

Lobachevski, paralel postulatin diger postulatlardan ayri olduguna kanaat getirdikten
sonra bu postulat yerine farkl bir postulat getirerek olusacak olan yeni geometrinin de mantiksal
olarak tutarli bir geometri olacagini gérmustir. Lobachevski’'nin paralel postulat yerine koydugu
farkh versiyonu: Verilen bir dogru (/) ve bu dogru lzerinde olmayan bir nokta (P) ile (P)
uzerinden gegen ve (/)'ye paralel olan en az iki dogru cizilebilir. Sekil 9 incelenirse, (P)
noktasindan gecgen (/,) ve (I,) dogrulari (/)’ye paraleldirler. (1,) ve () yeteri kadar uzatildiginda
kesistigi dusunulebilir, fakat ispatlanamaz. Clnku (/,)'nin (/) ile kesismesinin ispatlanmasi1 demek

Oklid’in paralel postulatinin ispatlanmasi demektir.?’

27 John Tabak, Geometry: The Language of Space and Form, New York, Facts On File Inc., 2004, pp.
95, 96.
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Bu yeni tip geometride, verilen bir dogrunun tzerinde olmayan bir noktadan o dogruya
birden fazla paralel dogru cizilebilmektedir. Bdylece hiperbolik geometrinin paralel postulati
ortaya konmus ve bir postulatin degistiriimesiyle yeni bir geometri c¢esidi tanimlanmistir.
Oklidyen olmayan bu yeni tip geometri ile Oklidyen geometri arasinda olusan en belirgin
ayrimlardan biri ise tggenin i¢ agilar toplamidir. Oklidyen geometride tiggenin i¢ agilar toplami
180°, hiperbolik geometride ise 180”den azdir. Herhangi bir icgenin alani biyldikge; Oklidyen
geometride Uggenin i¢ acilar toplami degismezken, hiperbolik geometride i¢ agilar toplami daha
da azalmaktadir. Asagidaki Sekil 10’da ABC lggeni, Oklidyen geometriye érnek bir liggen

olustururken, AB,C ve AB,C, Gggenleri hiperbolik geometriye 6rnekler olugsturmaktadirlar.

B| 4
A,
B_‘-" | .
FiLl !"l |- S
B¢ 1: . * P AE
¥ / :'i.:. >
1 ;‘L'..r b
i.
Sekil 102

Oklidyen geometri ile hiperbolik geometri arasindaki bir diger ayrim ise gemberin
cevresinin gemberin gapina oranidir. Oklidyen geometride gemberin ¢evresinin ¢apina orani
'ye esit, hiperbolik geometride ise 'den buyiiktir. Oklidyen ve hiperbolik geometri arasindaki

farklarin gorsel sunumu igin Sekil 11, Sekil 12 ve Sekil 13’e bakiniz.

2 Kvasz, op. cit., p.148.
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The sum of the The shortest distance

angles in a triangle between two points is
is equal to 180°. a straight line.
52°
C = 2n,
38°

Lines that are parallel
somewhere are
parallel everywhere.

Y Y

Capyright & 2004 Pearson Etfucetion, publisning s Addison Weslay,

Sekil 112

Sekil 11, Oklidyen geometriye érnek sunmaktadir; Sekil 12 ve Sekil 13, hiperbolik
geometriye drnekler sunmaktadir. Sekil 12 ‘eyer’, Sekil 13 ise ‘aykiri kure’ olarak

adlandiriimistir.

The sum of the
2 angles of a triangle
o232 is less than 180°.
The shortest distance is ;
a piece of a hyperbola.

“Lines” that are parallel at one
Copingh © 304 Pearsan Exenion, ubkosing as Addsen Wesisy place eventuany diverge.

Sekil 12%° Sekil 13%"

Lobachevski, uzay bazi filozoflarin tanimladigi gibi zorunlu gergeklik olarak gérmemis,

kendi aklimizin Uretimi olarak gérmugstir. Lobachevski dogru, dizlem ve konum gibi terimleri

2 (Cevrimigi) http://www.oswego.edu/~kanbur/a100/images/S3-12a.jpg, 22 Kasim 2014.
30 (Cevrimigi) http://www.oswego.edu/~kanbur/a100/images/S3-12c.jpg, 22 Kasim 2014.
31 Tabak, op. cit., p. 97.
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oldukga soyut ve belirsiz olarak gérdiiginden dolayi Oklidyen temellerin kusurlu oldugunu
varsaymistir.*> Lobachevski idealarin®, algilarla olustugunu ve dogustan idealara inanmamak
gerektigini sGylemis, ayrica geometri igerigiyle ilgili Kant'in ‘a priori’ anlayisini reddetmistir.®*
Bdylece Oklidyen geometrinin olasi tek geometri olmayacagi sonucuna varmistir. Lobachevski
bu konuyla ilgili disincelerini séyle dile getirmistir: "Oklid'in zamanindan beri iki bin yildir
yapilan sonugsuz ¢abalar bende dogruluk hakkinda kusku uyandirdi. Bu dogrulugu ispatlama
istegi bilginin kendisini icermiyordu. Bunu olusturmak igin doganin diger kanunlarinda oldugu

gibi deneyin yardimi gereklidir, drnegin astronomik gézlemler gibi."®

Lobachevski, fiziksel uzayin en iyi hangi geometri tipiyle temsil edildigini 6lgmek
istemistir. Bir yanda pratik olarak adlandirdigi Oklidyen geometri, diger yanda Oklidyen olmayan
kendi sanal geometrisi bulunmaktadir. Olgiim igin cok blyik Uggenleri test etmeye karar vermis
ve Dunya ile Dinya’'nin yéringesinin zit taraflarindan iki yildiz segmistir. Sirius (ya da Akyildiz
olarak bilinen) yildiz takimini segcen Lobachevski, olusturdugu tg¢genin i¢ agilarindan birini dik
acl olarak varsaymis ve Slgimini yapmistir. Sectigi Uggenin odlgllerinin Oklidyen geometriye
daha yakin oldugu sonucuna ulasmistir. Lobachevski, “Paralellik Uzerine Olan Teoremin
Saglam Bir Kaniti ile Birlikte Geometri Temellerinin Kisaltilmis Yorumu” baglikli makalesinde bu
deneyinden bahsetmigtir. Lobachevski bu makalede fiziksel uzayin hangi geometriyi kabul
ettigini deneysel olarak belirlemenin imkansiz oldugunu belirtmis ve uygulamada herhangi bir
hataya diisme tehlikesi olmaksizin pratik geometriye, yani Oklidyen geometriye

bagvurulabilecegini dile getirmigtir.>®

Olgim dogasi geredi hata payina sahip oldujundan dolayi, iddianin kesinliginden
bahsedilememektedir. Matematigin kesin bir bilim olmasi o&lgumlerin netliginden dedil,
ispatlarindan gelmektedir. Bu nedenle iki bin yili agkin sirede paralel postulat 6lgcim yapilarak
ispatlanmamistir. Ayni sekilde Uggenin i¢ agilari toplamiin 180° oldugu iddiasi da 6lglimle
ispatlanamamistir. Lobachevski yaptigi deneyde ispattan ziyade kendi sanal geometrisine érnek

aramistir.

32 Gray, op. cit., p. 118.

3 idea: Goriinen nesnelerin zihin tarafindan sekillendirilmesi

34 A. N. Kolmogorov, A. P. Yushkevich, Mathematics of the 19th Century: Geometry, Analytic Function
Theory, Trans. by Roger Cooke, Basel, Birkhauser Verlag, 1996, p. 54.

3% Roberto Bonola, Non - Euclidean Geometry, New York, Dover Publications, Inc., 1955, p. 92.

36 Kolmogorov, Yushkevich, op. cit., p. 60.
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Lobachevki, “Dogada ne dogdru ne de edri, ne dizlem ne de edri ylzey vardir. Sadece
kutleler vardir. Geri kalan hepsi hayal glicimuz tarafindan yaratiimistir ve sadece teoriler
diinyasinda varolurlar.”® dedikten sonra kitleyi, uzayi, kutlelerin uyumunu (benzerligi) ve esitligi
tanimlamistir. Bu tanimlari ‘hareket’i temel alarak olusturmustur. Lobachevski, “Dogada biz
sadece hareketi biliriz. Hareket olmaksizin gdsterimleri algilamamiz mimkin olmaz. Bdylece
batin icerikler, geometri igerigi gibi, yapay olarak aklimiz tarafindan Uretilir ve hareketin
Ozelliklerini icerir. Bu ylUzden uzayin kendisi bizim igin yoktur. Dolayisiyla, eger dogadaki bazi
guglerin bir geometriye uyabilecegini ve diger guglerin bagka bir geometriye uyabilecegini
varsayarsak aklimizda hicbir celigski yaratmaz.” diyerek geometrinin, uzay algisina
dayanmadigini, uzay iceriginin ise maddeye ait glgler tarafindan Uretilen kitle hareketleriyle
olusturulmasina dayanmasi Uzerine, farkli gesitlerdeki doga gugclerinin fakli geometri cesitleri
olusturabilecedi sonucuna ulagmistir.®® Aslinda uzayin farkli bolgelerinde, farki geometri
Ozelliklerinin bulunmasi ve bu Ozelliklerin guglere bagh olarak degisme olasiligi fikriyle
Lobachevski, Einstein’in genel goérelelik kuraminin 6ngdéristne sahiptir. Lobachevski’nin
tahminine gore kendi sanal geometrisi disarida gorunenler diinyasinda da olabilir, siki molekuler
gekim katmanlarinda da olabilir.*® Clnki Lobachevski, “Soyut olmasina ragmen, bir giin gergek
diinyanin goringilerine uygulanamayacak, matematigin her hangi bir dali yoktur.”*® diyerek

sanal geometrisinin de uygulanacag bir yer olduguna inanmaktadir.

Lobachevski, hiperbolik dizlem ve u¢ boyutlu hiperbolik uzayda aritmetik model insa
ederek, koordinatlari sunmus, uzayda ve duzlemde kendi sisteminin tutarlihdini gostermigtir.
Lobachevski, yanlis bir ¢cikarim olsa da, bagintida kegfettigi geometri tutarlihdinin, sadece kendi
trigonometrisi ve bunun kiresel trigonometrisi arasindaki formullerden geldigini distnmustar.
Trigonometrik formullerin tutarlihdi, hiperbolik geometrinin tutarhligini goésterdiginden dolayi
trigonometrik formuller ve salt geometriden gikarilabilen buttn ifadelerin ispat edilmesi gereklidir
(Bu ifadeler paralel postulattan bagimsizdir.). Dolayisiyla Lobachevski, “Sanal geometrinin

icinde buldugum Ug¢genin kenar, agi bagintisinin ana esitliklerini ispatlamak niyetindeyim. Higbir

7 Roberto Torretti, Philosophy of geometry from Riemann to Poincare, 2.nd ed., Dordrecht, D. Reidel
Publishing Company, 1984, p. 64.

% |bid, p. 64.

3% Kolmogorov, Yushkevich, op. cit., pp. 60,61.

40 Carl B. Boyer, Uta Merzbach, A history of mathematics, 3rd ed., New Jersey, John Wiley & Sons, Inc.,
2011, p. 483.
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bagdintida yanlis sonu¢ vermeyecek analizi benimsedim.” diyerek kendi geometrisine uygun
kiresel trigonometrinin formullerini ispatlamistir. Lobachevski’'nin iddialarinin ispatlanabilmesi
icin, onun ddéneminde bilinmeyen Poncelot'un yéntemi gibi bazi ydntemlerin kullaniimasi
gereklidir. Fakat Lobachevski'nin galismalari, sanal geometrinin tutarlilik ispatlarinda tabani

olusturabilecek niteliktedir.*'

Lobachevski’nin sanal geometri sisteminde yaricap sonsuza giderken dairenin sekli
dogrudan ziyade ‘sinirlanmis ¢ember adinda 6zel bir gesit edriyle sinirlandirilir. Bu egriler,
‘horocycle’ adiyla bilinmektedirler. Ayni sartlar altinda kire de sinirlandirildiginda, Lobachevski
tarafindan ‘sinirlanmis kire’ olarak adlandirilan, fakat daha sonra yaygin olarak ‘horosphere’
olarak bilinen egri yiizeyler olugsmaktadir. Lobachevski, ‘horosphere’in Oklid geometrisine uygun
oldugunu ve dogrularin gérevlerinin ‘horocycle’ tarafindan belirlendigini kaydetmistir. Dolayisiyla
Lobachevki, horosphere tizerinde Oklid trigonometrisine dayanarak kendi geometri sistemininin
dizlem trigonometrisinin ¢ikarimini yapmistir. Sanal geometrinin isimlendiriimesi, sanal sayilar
ile gergel sayilar arasindaki bag érneginde oldugu gibi, bu geometrinin Oklidyen geometriyle
ayni bagintilar tasidiginin vurgulanmasindan kaynaklanmaktadir.*?

743

1865'de Cayley, “Lobachevski'nin Sanal Geometrisi Uzerine Notlar**® baslikli yazisinda

Lobachevski’'nin trigonometrik formuilleriyle, kiiresel trigonometrinin formullerini karsilastirmistir.
Boylece Lobachevskinin kesfinin taninmasini saglamistir. Daha sonra Houel*, Battaglini*®,

|47

Letnikov*®, Yanishevskil*’ ve Beltrami*® gibi isimlerin katkisiyla 1870’'de hiperbolik geometri

butun Avrupa’da yayilmistir.

41 Kolmogorov, Yushkevich, op. cit., p. 63.

42 Kolmogorov, Yushkevich, op. cit., p. 60.

43 "Note on Lobatschewsky's imaginary geometry" (Phil. Mag. London).

4 Prof. Guillaume Jules Houel (1823-1866), 1866'da "Essai Critique sur les Principes Fondamentaux de la
Geometrie" baslikli yazisinda Lobachevsi’'nin temel distincelerini igeren Fransizca bir galisma ortaya
koymustur.

45 Prof. Giuseppe Battaglini (1826-1894), Italyanca olarak 1867’de "Sulla Geometria Imaginaria de
Lobatschewsky", 1868’de “Pangeometri’ ve Bolyai’'nin “Appendix”ini yayimlamistir.

46 1868'de Prof. Aleksel Vasil'evich Letnikov (1837-1888) Ug ciltik Mathematical Collection a Russian
translation of Lobachevskil's Geometrische Untersuchungen Lobachevski koleksiyonunu yayimlamistir.
47 Prof. Erast Petrovich Yanishevskil, 1868’da "Historical note on the life and work of N. 1. Lobachevskii."
adli galismasini yayimlamistir.

48 1868’de hiperbolik geometri (izerine makale yazmgtir.
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2.5. Franz Adolf Taurinus (1794 -1874)

Schweikart'in ¢alismalarini, yegeni Franz Adolf Taurinus devralmistir. 1824’de Oklidyen
olmayan geometriyle ilgili iki sayfa yazi yazmis ve Gauss’la irtibata gegcmistir. Gauss, 8 Kasim
1824’de Taurinus’a yazdidi cevapta ilk defa Oklidyen olmayan terimini kullanmistir. Gauss ayni
mektupta olusturulan bu yeni tip geometri igin, “Uggenin i¢ agilar toplaminin 180%den kiiglk
oldugu geometri, bizim geometriden oldukga farkli 6zel bir geometriye sahiptir. Kendi icinde
surekli oldugu ve bitlin problemleri ¢ozebildigimiz i¢in tatmin edici buldum” diyerek bu yeni tip

geometrinin gegerliligini belirtmistir.*°

Taurinus ilk kitabinin basimindan sonra, Saccheri ve Lambert'in de kendisiyle ayni yolu
izledigini 6grendiginde 1826'da Geometrinin ilk Elementleri”® adinda baska bir kitap
yayimlamistir ve bu kitapta daha farkli yontemler uygulamistir. XIX. ylzyila kadar geometriciler
paralel postulatiyla genel olarak klasik yontemlerle, Oklid'in kendi modelledigi bigimde
ilgilenmislerdir. Fakat Taurinus, bu modelleme yéntemine bir yenilik getirerek, agilar arasinda
trigonometrik bagintilari kullandigi yéntemi uygulamistir.®® En 6nemli goriilen katkisi ise kitabin
ekler kisminda bulunan Oklidyen olmayan trigonometriyle ilgili gelistirdigi temel formillerdir.
Ayrica Taurinus kirenin yarigapi sonsuz oldugunda Oklidyen geometriye dénlisen, ‘Logaritmik-

Kiresel Geometri®?

olarak adlandirdiyi Oklidyen olmayan bir geometri yapilandirmigtir. Bu
geometrinin, genis acl hipotezi kullanildiginda klresel geometri ile olan uygunlugunu

incelemistir.>

2.6. Janos Bolyai (1802-1860)

Macar subayi Janos Bolyai matematik egitimini babasi Farkas Bolyai’lden almigtir.

Farkas Bolyai icin paralel postulat hayati boyunca ugrastigi, fakat ispatina bir tlrli ulasamadigi

4 Bardi, op. cit., p. 128.

%0 Kitabin orijinal adi: Geometriae Prima Elementa

5! Gray, op. cit., p. 95.

52 Orijinal adi: ‘Logarithmisch-Spharischen Geometrie’
53 Wolfe, op. cit., pp. 59, 60.
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bir takinti haline gelmistir. Janos Bolyai ise bos zamanlarinda babasinin tutkusu olan paralel

postulatla ilgilenmistir.>*

1820'de Janos Bolyai Saccheri'nin yolundan giderek (olmayana ergi yontemini
kullanarak) paralel postulatin dogru olmadigini ispatlamaya g¢alismis ve postulatin yanlis olmasi
durumunda, geometri sistemi Uzerindeki etkilerini incelemistir. Bolyai’nin paralel postulati
ispatlamadaki basarisizligi onu bu postulatin belki de yanlis olabilecegi sonucuna gétirmistur.
Paralel postulatin alternatiflerini distinmeye baslayan Janos Bolyai, bu postulattan bagimsiz bir
geometri yaratarak, Oklidyen olmayan bir geometri sistemini ilk tasarlayanlar arasina girmistir.%®
Kendisi buna ‘salt uzayin bilimi’ adini vermigtir. Bolyai bu tasarimi ile ilgili distncelerini
“Higlikten yeni, btlin bir diinya yaratmamin diginda daha fazla sey sdyleyemem.”® diyerek dile
getirmistir. Bu kesfi, Lobachevski'nin sanal geometrisini kesfetmesiyle ayni déneme denk

gelmektedir.

Farkas Bolyai'nin yayimladigi Tentamen’nin ek kisminda Janos Bolyai kendi Oklidyen
olmayan geometrisini yayimlamistir. Janos Bolyai ‘salt geometri'sinde aksiyomlarini,
postulatlarini, teoremlerini ve ispatlarini gostererek Oklidyen geometriye tam anlamiyla bir
alternatif sistem sunabilmistir. Bu sistem hiperbolik geometri kategorisine girdiginden

ayrintilarina 2.4. bélimde deginilmigtir.

Bolyai’'nin salt geometrisindeki paralel postulati: “Verilen bir dogruya paralel bir noktadan
sonsuz dogru gecger’dir. Bolyai'nin 6ne sirdiglu bu postulat Lobachevski'nin postulatina
benzerdir, fakat ayni degildir. Bolyai Oklid’in paralel postulati yerine kendi postulatini koyduktan
sonra olusan yeni geometriyi incelemistir.’’ Bolyai'nin salt geometrisi Lobachevski'nin sanal
geometrisine nazaran bazi farkhliklari tasimasina ragmen, temel &zellikleri benzerlik
géstermektedir. ikisi de (i¢ boyut (izerinde geometri calismistir ve temel sonuglarini
trigonometrik formullerle belirtmiglerdir. Bolyai’den farkli olarak Lobachevski bazi noktalarda
daha aciktir ve Oklidyen ile kendi geometrisi arasinda ortak teoremleri bulmaktansa, kendi
geometrisine ait ‘horocycle’, ‘horosphere’ gibi yeni terimler ve yeni teoremler bulmayi tercih

etmistir.

54 Bardi, op. cit., p. 139.
% Gray, op. cit., p. 102.
% Bardi, op. cit., p. 140.
57 Tabak, op. cit., p. 97.
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3. BOLUM

OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRILERIN, GEOMETRI SISTEMI ICINDE
KABUL EDILMESI

Bir dnceki bolumde XIX. yuzyilin ilk yarisinda Lobachevski ve Bolyai'nin -Saccheri’nin
dar agili hipotezine denk gelen Oklidyen olmayan bir geometri sistemi olan hiperbolik
geometrinin- kesfinden bahsedilmistir. Bu boélimde ise ilk olarak, X IX. ylzyilin ikinci yarisinda
Riemann’in -Saccheri'nin genis acili hipotezine denk gelen Oklidyen olmayan bir baska
geometri sistemi olan eliptik geometrinin- kesfi ortaya konacaktir. Béylece Oklidyen olmayan

geometrilerin t¢ donemlik gelisiminin ilk ddnemi sona erecektir.

X1IX. yazyihn ikinci yarisinda geometriciler icerikle ilgili sorular sormaya baslamislardir.
Bunun sonucunda geometri blytk oranda igerik merkezli olmus ve kavramsalliga ge¢mistir.
Oklidyen olmayan geometrilerin gelisiminin ikinci dénemine diferansiyel geometrinin yiiksek
boyutlulara uygulanmasiyla gecilmistir. Riemann bu gecisin 6ncllerindendir. Genel gorelilik
teoreminin de uygulanabildi§gi Riemann uzayinin tanimlandigi bu dénemde geometri, Antik

Yunan’da olusturulan soyut sistemden daha farkh bir soyut seviyeye ulagmigtir.

Oklidyen olmayan geometrilerin gelisiminin tglincli dénemi ise Cayley ve Klein gibi
isimlerle anilmaktadir. Onlar Oklidyen olmayan geometrilerin yorumlanmalari ve birlesmelerinde
gerekli olan ihtiyaci karsilamiglardir. Oncelikle bUtin geometri gesitlerinin  mantiksal
tutarlihklarini ortaya koymus ve diferansiyel geometri yardimiyla sarekliliklerini gdstermislerdir.
Daha sonra grup teorisinin de yardimiyla Oklidyen ve Oklidyen olmayan geometrilerin, izdlisim
geometrisinin  6zel durumlari oldugunu goéstermislerdir. Butin geometri c¢esitlerinin

temellendiriimesini ve butlnlestiriimesini saglamislardir.
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3.1. Arthur Cayley (1821-1895)

Cayley, Beltrami'nin modelinin tam tersini yapmayi disinmstir. Yani Oklidyen olmayan
durumdan Oklidyen geometriye bakmak istemistir. Boylece Cayley, Kant'in goriisii ve neo-Kant
felsefesini terk etmistir.' Oklidyen olmayan geometrilerin, a priori olan Oklidyen geometrinin

tanimlarina bagh oldugu dusuncesinin agiimasinda etkisi olmugtur.

Cayley, 1859'da yazdigi “Sixth Memoir upon Quantics’de uzaklik kavraminin nasil
batiinlyle betimsel ilkeler Uzerine kuruldugunu goéstermistir. Ayrica Cayley, izdiusumsel
dizlemde hangi c¢esit geometrilerin olusabilecedini sorgulamistir, fakat cevabi Felix Klein

vermigtir.?

3.2. Riemann (1826-1866)

Riemann, 1850’lerde doktorasinin erken yillarinda fizikle ilgilenmistir. Bu dénemde
matematigin sadece didaktik yonlyle ilgilenen Riemann’in tezi, fiziksel doda Uzerinedir.
Riemann’in felsefe ve fizige olan ilgisi, matematige farkh bir bakis acgisi kazanmasini
saglamistir. Bu sayede matematiksel niceliklerin igerigini farkli formile edebilmistir.®> 1853-1854
yillarinda matematik ve fizik seminerleri diizenleyen Riemann dnce Gauss daha sonra Dirichlet,
Jacobi ve Steiner gibi isimlerle galismistir.*® Riemann, Johann Friedrich Herbart'in felsefesinden
etkilenmistir. Herbart'a gére dogustan ideler yoktur ve gdrsel uzay deneyimden olugsmaktadir.

Riemann, Herbart ile bu konuda ayni gériise sahip olup, Kant'in a priori anlayigini reddetmistir.®

' Ladislav Kvasz, “History of Geometry and the Development of the Form of Its Language”, Synthese,
Vol.CXVI, No:2, Springer, 1998, pp. 141-186, pp.155 - 158.

2 Ibid., p. 159.

3 Jeremy Gray, Worlds Out of Nothing: A Course in the History of Geometry in the 19th Century,
London, Springer, 2011, p. 198.

4 J. Ferreiros, J. J. Gray, The Architecture of Modern Mathematics: Essays in History and
Philosophy, Oxford University Press, New York, 1st ed., 2006, p. 81.

5 Harold E. Wolfe, Introduction to Non-Euclidean Geometry, New York, The Dryden Press, Inc., 1945, p.
60.

6 Edward N. Zalta, “Epistemology of Geometry”, (Cevrimigi)
http://plato.stanford.edu/entries/epistemology-geometry/, 29 Nisan 2015.
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1854’de Riemann, Saccheri'nin genis acili hipotezine denk gelen Oklidyen olmayan bir
geometri cesidi kesfetmistir. Denk gelen denilmesinin nedeni, Saccheri’nin hipotezinde ilk dort
postulatin kabul edilip sadece paralel postulat Gzerinden Ug¢ hipotez tliretiimesi s6z konusuyken;
bu yeni tip geometride sadece paralel postulat degil, ‘bir diz dogrunun istenildigi kadar
uzatilabilecedi’ postulati, yani ikinci postulat da reddedilmigtir. Bdylece glinimuizde ‘eliptik
geometri’ olarak anilacak olan, yeni ve farkli bir gesit Oklidyen olmayan geometri daha

kesfedilmigtir.

Lobachevski ve Bolyai tarafindan Oklid’in paralel postulati yerine sunulan alternatifleri
neredeyse aynidir. Fakat Riemann tamamen farkli bir postulat Gretmigtir: “Bir dogru ve bu dogru
Uzerinde olmayan bir nokta verildiginde bu noktadan gegcen ve verilen dogruya paralel olan
higcbir dogru yoktur.” Bu postulat ilk bakista alisiimisin disinda gériilmesine ragmen Lobachevski
ve Bolyai'nin postulatindan daha kolay tahayyll edilebilmektedir. Postulat, duzlemsel bir
geometri yerine kiresel bir geometri tizerinde disinilmelidir.” Asagidaki Sekil 14’de, ekvatoru
dik bir bicimde kesen boylamlar gdsterilmistir. Sekil 14’deki Giggen incelenirse, tepe agisinin 0°

olmayacagi diistinuldiginde i¢ agilari toplami 180%i asmaktadir.

N Lines of

“ langitude

Sekil 14°

Eliptik geometrinin, Oklidyen ve hiperbolik geometrilerden en belirgin farkli 6zellikleri
sunlardir:

e “Herhangi bir dogrunun uzatilabilecedi maksimum bir uzunluk vardir.

7 John Tabak, Geometry: The Language of Space and Form, New York, Facts On File Inc., 2004, pp.
148,149.
8 Ibid., p. 149.
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e Verilen iki noktadan birden ¢ok dogru olusturulabilir.
e Bir tiggenin ig agilar toplami 180°den blyUktur.

e Bir gemberin gevresinin gapina orani r'den kiguktdr.”

)

Sekil 15

Riemann, eliptik geometrisinde sadece paralel postulati reddetmekle kalmamis paralel
dogrulari da tamamen reddetmistir. O, ayrica diger postulatlari da ortadan kaldirarak geometriye
daha genis bir yelpazeden bakabilmistir. Dogrularin sonlu olabilecedi ihtimalini ilk Riemann fark
etmistir.’”® O Oklidyen geometri ile Oklidyen olmayan geometrileri temellendirmis ve bu
geometrilerin nasil insa edilebilecegini gdstermistir. Oklid'in, Lobachevski'nin geometrileri ve

kendi geometrisinin genel bir sistemin birer drnekleri oldugunu ortaya koymustur.

Riemann, geometri cesitlerinin genel sistemin birer érnekleri oldugunu goéstermek igin

dncelikle Gauss’un yuzeyleri ve bu ylzeylerin denklemlerini olustururken kullanilan ‘jeodezik’

® Stephen F. Barker, Matematik Felsefesi, Cev. Yiicel Dursun, Ankara, imge Kitabevi, 2003, s. 65.

® George Bruce Halsted, “Non-Euclidean Geometry in the Encyclopaedia Britannica”, Science, New Series,
Vol. XXXV, No:906, American Association for the Advancement of Science, (May 10, 1912), pp. 736-740, p.
737.

" Oklidyen bir uzayda iki nokta arasindaki en kisa uzaklik diiz bir dogru iken, egri bir uzayda iki nokta
arasindaki en kisa uzaklik bir ‘jeodezik’(geodesic)’tir. (Tabak, op. cit., pp. 151,152.) Jeodezik, tanimlandigi
yuzeyin 0zelligine baglidir. Kiresel bir ylizeyde egrilik pozitiftir ve sabittir. Yani kiiresel ylizey lzerinde
aldigimiz jeodezigin egdriligi hep aynidir. Fakat yumurtaya benzer bir seklin ylzeyinde egrilik gene pozitiftir
fakat sabit degildir, yani bu ylzeyde aldigimiz noktalar arasindaki jeodezikler farkli pozitif egriliklere sahip
olabilirler. Eyerli (saddlebacked) bir ylizey ise negatif edrilige sahiptir. (Barker, a.g.e., s. 65, 66.) Dolayisiyla
eyerli bir ylizeyin Uzerindeki jeodezikler negatif egrilige sahiptirler.
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kavramini ele almigtir. Riemann, Gauss’un gelistirdigi jeodezik ile egrilik kavramini G¢ boyutlu
uzaya uygulamis ve (¢ boyutlu alanlarin egriligine genellemistir. iki boyutlular ya da (g
boyutlular icin egrilik, temel olarak jeodeziklerin davranisini betimleyen denklemlerin

matematiksel 6zelliklerine géndermeyle tanimlanmaktadir.'

Riemann, geometriyi icinden bakarak anlamak istemistir. Uzayin iki, (i¢ ya da daha fazla
boyutlu olmasina bakmaksizin, esas Ozelliklerini belirleyen geometriyi sorgulamistir. O, iki
boyutlu uzaylarin daha yuksek boyutlu uzaylara uygulandigi ¢alismalari bilmektedir. Yuzeyler
genellikle disandan bakiliyormus gibi tarif edilmektedir. Ylzeyin egri olmasi ya da sonlu
uzunlukta veya sonsuz geniglikte olmasi gibi bazi 6zellikler, ylizeye disindan bakildiginda daha
kolay gdzlemlenebilmektedir. Riemann, bu ylzeyin Uzerinde hayali bir yaratidin yasadigini
hayal etmis ve bu hayali yaratigin ylzeyde herhangi bir noktadaki konumdan, herhangi bir
Olgum ya da gbzlem yapmaksizin, bu ytizeyin geometrisini nasil belirleyecegini dusinmustur. O,
uzayin geometrisiyle ilgili Uretilen herhangi bir sonucun iceriden yapilmak zorunda oldugunu
iddia etmistir. Boylece iceriden bakan bir geometriyi arastiran Riemann, ‘jeodezik’lerin sistemini

tahayyul etmistir."®

Bu uzayin iginde yasayan yaratik lg-boyutlu Oklid uzay! ile egri uzayi birbirinden ayirt
edebilir mi? Riemann, cevabin belirlenmesindeki kriteri Pisagor teoreminde bulmustur. Eger iki
nokta arasindaki uzaklik Pisagor teoremiyle belirlenemiyorsa bu durumda uzay, Oklidyen
degildir ve egri olmak zorundadir. Hatta Pisagor teoremi farkina gore egriligin derecesi

degismektedir.™

Yuzeyde ele alinan bir noktanin edriligini ve egriligin hangi durumlarda degistigini

bulmak igin 6ncelikle “g” fonksiyonu kullanilarak, verilen nokta igin degeri ylizeyin o noktasindaki
egimini veren k(u, v) fonksiyonu elde edilmektedir. “k’nin degeri, ¢ jeodezik dogrunun
olusturdugu tggenin 180%den farkli i¢ agilar toplamina gore, sifirdan farkli olarak degismektedir.
Ylzeyde verilen bir noktadaki egriligi hesaplamak icin alinan bu fonksiyonun degerinden su 6zel

durumlar ¢ikariimigtir:

2 Ae, s. 65, 66, 67.
3 Tabak, op. cit., p. 151.
* Ibid., pp. 150, 152.
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1. “F duzlem oldugunda, k fonksiyonun egriligi sifirdir.

2. F, ryarigaph bir gember oldugunda k fonksiyonun egriligi 1/r*dir. k stirekli ve poxzitiftir.
Her yerde pozitif egrilige sahip olan bir F ylzeyinde, herhangi jeodezik ti¢ggenin i¢ acilar
toplami 180”den buyuktdr.

4. Her yerde negatif egrilige sahip olan bir F ylizeyinde, liggenin i¢ agilar toplami 180%den

»15

kUguktar.

Riemann diferansiyel geometriden bu durumlar alarak yiksek boyutlulara uygulamistir.
Bu genigletiimis uzaya ‘Riemann uzayr’ adi verilmigtir. Jeodezikler, hiperbolik ya da eliptik
geometrinin aksiyomlarini sagladiginda Riemann uzay! surekli negatif egrilige sahipse
hiperbolik, strekli pozitif egrilige sahipse eliptik geometriye sahiptir. Genel olarak, eger ti¢gen i¢
acllar toplami 180%den farkl olacak sekilde jeodeziklerden olusmussa Riemann uzayi egridir

denilmektedir.'®

Riemann gunimuiz matematikgilerin kullandigi gibi uzay terimini ¢ok genis anlamda
kullanmamistir. Onun uzay olarak tanimladigi ‘der raum’ fiziksel kitlelerin konumlandigr ve
fiziksel hareket yoriingelerinin oldugu tek uzaydir." Riemann’a gére uzay, l¢ boyutun sadece
6zel bir durumudur. Ug boyutun farkli durumlari ve egrilikleri géz 6niine alinmigtir. Oklidyen
geometri U¢ boyutun egriliginin sifir oldugu yerlerde, Janos Bolyai ve Lobachevski'nin geometrisi
olan hiperbolik geometri Gi¢ boyutun egriliginin strekli negatif oldugu yerlerde, Riemann'in eliptik

geometrisi ise ¢ boyutun egriliginin strekli pozitif oldugu yerlerde gegerli oldugu varsayilmigtir.

18

Riemann, evrenin seklinin ne oldugu sorusunu ¢ok soyut bir sekilde ele almigtir.
Riemann’a gore, Oklid geometrisi, lic-boyutlu sonsuz metrik yapidan sadece dzel bir durumu,
Bolyai ve Lobachevski'nin geometrileri ise sonsuz durumlari kargilayabilmektedir. Fakat bagka

sonsuz gokluktaki durumlar her iki sistem tarafindan da kargilanamamaktadir.°

® Mayme I. Logsdon, “Geometries”, The American Mathematical Monthly, Vol. XLV, No:9, Mathematical
Association of America, (Nov., 1938), pp. 573-583, p. 577.

'® Ibid., p. 577.

7 Roberto Torretti, Philosophy of Geometry from Riemann to Poincare, 2nd ed., D. Reidel Publishing
Company, Dordrecht, 1984, p. 83.

'8 Jason Socrates Bardi, The Fifth Postulate: How Unraveling a Two- Thousand- Year- Old Mystery
Unraveled the Universe, New Jersey, John Wiley & Sons, Inc., 2009, p. 195.

'® Tabak, op. cit., p. 153.

2 Torretti, op. cit., p. 40.
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Riemann, kureler Gzerinde 6zel durumlarin calisilmasi yerine eg@ri metrik uzaylarla ilgili
genel bir galisma yapilmasini énermistir. Bu dneri genel gorelilik teoremini mimkin kilmaktadir.
21 Bir g¢ok yonden teorik fizige katkisi olan Riemann, uzayin kendi fiziksel kitlesiyle
Olgulebilecegini iddia etmektedir. Riemann, fiziksel uzaydaki kutlelerin sadece yer isgal
etmediklerini, onlarin ayni zamanda kendi varliklariyla uzayin kendisini buktikleri ve sekil
verdikleri birer aktér olduklarina karar vermistir. Bdylece Einstein'in gorelilik teorisinin

matematiksel arka planini (bu teorinin ortaya atilmasindan altmis yil énce) olusturmustur.

Genel gorelelik teorisinde uzay-zaman, egriligi kutlelerin  belirledigi  Riemannyen
surekliliginde gorilmektedir. Bagimsiz madde pargacigi bu sureklilikte dinya dogrusu olan
jeodezigi tanimlamaktadir. Bbdylece genel gorelelik teorisi, kitle c¢ekim fizigini geometriye
indirgemekte ve butln fizigi geometriye indirgemek igin de birlesik alan teorileri insa etmektedir.
Fizigin geometriklegtiriimesi, tecribeye bagimliliktan kurtulmak i¢cin matematigin bir dali olarak

ortaya gikmaktadir.??

Geometrinin temellerini ¢alisan Riemann, geometriye farkli bir agidan bakmistir. O
geometriyi sekille 6rneklememis; uzayl ve geometri figurlerini g6z 6nunde bulundurmamis;
degiskenlerin sistemini ele alarak soyut cebirsel bir agidan ¢alismistir. Riemann, “Uzunlugun ya
da uzakhgin 6geleri olarak adlandirilabilen degiskenlerin fonksiyonunun dogasi nedir” sorusunu
arastirmistir.  Cevabini  degiskenlerin ikinci dereceden fonksiyonun karekokinu alarak
bulmustur. Farkl sekillerde aldid ikinci derece denklemlerle, sonsuz sayida farkl ¢esit geometri
elde etmistir. Ancak bu geometrilerin cogunda ‘kitleler kendi boyut ve sekillerini degistirmeden

hareket edebilir’ postulat islememektedir.?

Riemann, “Geometrinin Temellerindeki Varsayimlar Uzerine™* baslikli makalesinde
herhangi bir uzay ¢esidinin herhangi bir boyutundaki ¢ok kathlarin galisiimasiyla ilgili genel bir

geometri gorusu Uzerinde durmustur. Bir noktadan, bu nokta UGzerinde bulunmayan bir dogruya

21 Carl B. Boyer, Uta Merzbach, A History of Mathematics, 3rd ed., New Jersey, John Wiley & Sons, Inc.,
2011, p. 497.

2 V. F. Lenzen, “Physical Geometry”, The American Mathematical Monthly, Vol.XLVI, No:6,
Mathematical Association of America, (Jun. - Jul., 1939), pp. 324-334, p. 325.

2 Henry Parker Manning, Non - Euclidean Geometry, Boston, Ginn & Company Publisers, 1901, p. 93.
24 Makalenin orijinal adi: “Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen” (“On the
Hypotheses which lie at the Foundation of Geometry”)
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kag tane paralel dogru cizilebilecedi sorusu ele alindiginda, Riemann’in geometrisi
Lobachevski'nin geometrisine gére daha Oklidyen olmayan bir geometridir. Riemann,
geometrinin siradan algilarla illaki noktalar, dogrular ya da uzayla ilgilenmesi gerekmedigini,
n-boyutta belirli kurallarla bir geometri kurulabilecegini gérmustir.?® O diizlemin gesidi ne olursa
olsun ondan vazge¢mek, noktayi, dogruyu ya da duzlemi, verilen bir uzayin nesneleriymis gibi
gbrmek istememektedir. Aslinda onun amaci uzayin da kendisinden tamamen kurtulmaktir.?
Ozet olarak Riemann’in geometriyle ilgili goériisti, n-boyutlu gok kathlarin esas 6zellikleri ve gok
katlilarin daha blylk uzay ortaminda devrettigi 6zelliklerin onlara gore nasil tekrar formile
edildigiyle ilgili calismalardir.?’ Dolayisiyla Riemann'in elinde geometri, artik uzayin sekli
olmaktan ¢ikmis, transformasyonlarin ve simetrinin oldugu bir alana donismustir. Riemann bu

konuyla ilgili géruslerini sdyle dile getirmigtir:

“Boyutun genel 6zelliklerinden ¢ok kath blyutiimis boyutlarin 6zelliklerini olugturmak ilk
go6revimdir. Cok kath buyuttlmus bu boyutlarin farkli élglimlerin yapilabileceginden hareketle, uzayin
U¢ kath bir boyut oldugu sonucu cgikar. Geometrinin 6nermeleri boyutun genel 6zelliklerinden
cikarilamaz, fakat uzay tecriibeyle ¢ikarilabilecegi igin diger ¢ kath boyutlardan ayrilir. Bu olgular
hipotezdir. Bu hipotezin olasihdinin arastirilmasi gézlemle sinirlidir ve hem ¢ok buytkler hem de
¢ok kugukler icin gozlem limitleri asilmahdir. Cok blyukler hakkinda doganin yorumu gereksiz bir
sorudur. Fakat cok klgukler igin durum farkhdir. CUnkl misroskobun izin verdigi 6lglide ¢ok

kuglkleri inceleme olana@i dogmustur.”?®

Riemann’la birlikte 6nceden kullanilan ydntemlerin aksine diferansiyel geometrinin
kullanildigi, Oklidyen olmayan geometri gelisiminin ikinci dénemine girilmistir.? Bodylece

geometri daha dnceki dénemlerden daha soyut bir ddneme gegis yapmistir.

1854’de yazdigi makalede Riemann, geometrinin temelindeki hipotezleri incelemistir.
Uzayi, herhangi bir sayidaki boyutun, topolojik katli uzayi (manifoldu) olarak tanimlamis; béyle
bir katlhh uzayda ikinci dereceden bir diferansiyel form araciliiyla bir metrik olusturmustur.

Riemann'in birlestirici ilkesi hem var olan tim geometri bigimlerinin siniflandiriimasini saglamis,

% Boyer, Merzbach, op. cit., p. 496.
% Kvasz, op. cit., p. 163.

27 Gray, op. cit., p. 200.

2 Wolfe, op. cit., p. 60.

2 |bid., pp. 60, 61, 62.
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hem de ¢odu geometride ve matematiksel fizikte ise yarayan istenilen sayida yeni tirde uzay

yaratilmasina olanak tanimistir.>

Riemann, modern matematigin ana mimarlarindan biridir. Soyut geometri ve komplex
analiz gibi alanlarin igerigini genisletmistir. Riemann’in galismasi matematik, fizik ve felsefenin

etkilesiminden ortaya ¢ikmig ve bir gok tartismaya konu olmustur.*’

3.3. Beltrami (1835 -1899)

Beltrami, Oklidyen olmayan geometrilerin anlasilmasina ve yayginlastiriimasina katkida
bulunmustur. O 6nce ‘aykir kire'yi tanimlamistir. Bu aykiri kiirede dogrular sonsuza gider,
verilen dogruya sayisiz paralel dogru gizilebilmektedir. Bu aykiri kiire ayni zamanda Oklidyen
olmayan geometrinin soyut ve gercek disi gorilmesinden, soyut ama gergek dinyanin

terimleriyle gosterilebilmesine yardimci olmustur.*

Oklidyen olmayan geometrileri popiilarize eden Beltrami 1868'de Oklidyen ve Oklidyen
olmayan geometrilerin mantiksal tutarlihdini ispatlamistir. Bunu diferansiyel geometri yardimiyla
surekliligi gostererek elde etmistir. Oklidyen olmayan geometrinin postulatlarinin strekliligini,
Oklidyen geometrinin postulatlarinin sirekliligine indirgemistir. Beltrami’'nin calismasi Bolyai ve
Lobachevski'yi model almigtir. 1871'de bu ¢alismayi Klein, Riemann'in kiresel geometrisini de

ekleyerek tamamlamigtir.®

%0 Struik Dirk J., Kisa Matematik Tarihi, Cev. Yildiz Silier, istanbul, Doruk Yayimcilik, 2011, s. 228.
3! Ferreiros, Gray, op. cit., p. 67.

32 Gray, op. cit., p. 216.

% Ibid., p. 218.
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Desargues, her bir nesneye tek bir arka plan kullanirken Beltrami her bir nesneye ikKi
arka plan vermistir. Beltrami modelinde 6énce Oklidyen diizlemi ele almis ve bu diizlem (zerinde
cember seklinde Oklidyen olmayan arka plani konumlandirmistir; daha sonra bu Oklidyen
olmayan arka plan Uzerinde nesneyi gostermistir. BOylece ayni anda iki arka plan Uzerinde
nesnenin iki sekli olusmustur. Oklidyen dizlemin digindaki arka planda gember kirisi olarak
yerlesen nesne ayni zamanda igerideki arka planda Oklidyen olmayan diizlemde diiz bir dogru
olarak yerlesmistir. Nesnelerin bu koordinasyonu Oklidyen olmayan geometrilerin strekliliginin

ispatini mimkan kilmaktadir.®®

Beltrami'nin modeli Oklidyen geometri icinde Oklidyen olmayan geometrinin sirekliliginin
modelidir. Fakat bu iki geometrinin esit statliide oldugu anlamina gelmemektedir. Bu modelde
Oklidyen geometri, Oklidyen olmayan geometrinin én varsayimidir. Oncelikle Oklidyen diizlem
verilmelidir. Daha sonra bu dizlemin Uzerine sekildeki (K) ¢cemberi gizilmeli ve bu gemberin
icinde Oklidyen olmayan diizlem yapisi olusturulmahdir. Bu durum Oklidyen geometrinin,
geometrinin 6n varsayimi olarak transendental oldugu anlamini tagsimaktadir. Bu goris, Kant'in
geometri felsefesini destekler niteliktedir. Beltrami'nin modelinde a priori karakter bozulmamistir.
Boylece Oklidyen geometri, bu modelde uzamsal kurumun a priori olma statlisinii

koruyabilmektedir.*®

34 Kvasz, op. cit., p. 151.
3 |bid., pp. 153, 154.
% |bid., p. 154.
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3.4. Felix Klein (1849 -1925)

1871'de Klein Oklidyen Olmayan Geometri Uzerine® adli eserinde (¢ boyutlu eliptik
geometriyi tanimlamig ve Beltrami'nin modelini basitlestirerek sunmustur. Ayrica Klein Cayley’in
izdlisim metrigiyle hiperbolik geometri arasinda kurdugu iligkiyi tespit etmistir.®® 1859'da
Cayley'in uzaklik kavramiyla ilgili yaptigi calismalari, 1871-1873 tarihlerinde Klein Oklidyen
olmayan geometri bakis acisiyla yorumlamis ve gelistirmistir.®® Klein Oklidyen olmayan
geometrilerin nasil Cayley metrikli izdisiim geometrisi olarak kavranilabilecegini gostermistir.
Bdylece Bolyai ve Lobachevski'nin kuramlarinin yayginlasmasini ve mantiksal tutarliliginin

anlagiimasini saglamistir.

Klein, ‘Erlangen Programrnin kurucusudur. O bu programda izdisim geometrisinin
Oklidyen geometriye gore daha temel oldugunu gostermistir. Diger bir deyisle, Oklidyen
geometrinin izdlisim geometrisinin gok 6zel bir durumu oldugunu ortaya koymustur.”> Ayni
sekilde Oklidyen olmayan geometrilerin de izdlsiim geometrisinin &zel durumlari oldugunu

gostermistir.*’

Ayrica Klein, Oklidyen olmayan geometrilerin ve ‘grup teorisi’'nin éziimsenmesinde rol
oynamistir. Klein, her geometri ¢esidinin belirli bir dénlsim grubunun degismezlerinden
olustugunu iddia etmistir. Geometriler arasi gecisin, grubunun genisletimesi ya da
daraltiimasiyla mimkin oldugunu belirtmistir. Donlstim gruplarinin siniflandiriimasi geometrinin
siniflandirihsini belirlemektedir; her grubun cebirsel ve diferansiyel degismezlerinin kurami ise

geometrinin analitik yapisini vermektedir.*?

Klein, grup teorisi metodunu bitin geometriyi birlestirmek icin kullanmistir. Aslinda
Klein, geometrinin temeli iginde o6rtik bir bigcimde olan igerigi acik hale getirmistir. Yunan
geometrisinde dénlsumler neredeyse hi¢ ¢alisiimamistir, ancak izdisiim geometrisiyle birlikte

bu icerik zenginlestiriimis ve dontusumler calisilabilecek duruma gelmistir. Bir sonraki bolimde

37 Kitabin Orijinal adi: Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie

38 A. N. Kolmogorov, A. P. Yushkevich, Mathematics of the 19th Century: Geometry, Analytic Function
Theory, Trans. by Roger Cooke, Basel, Birkhauser Verlag, 1996, p. 71.

3% Wolfe, op. cit., p. 63.

40 Tabak, op. cit., p. 91.

41 Gray, op. cit., p. 310.

42 Kolmogorov, Yushkevich, op. cit., p. 71.
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ayrintilarina deginilecedi Uzere grup igeriginin yeniden yapilandiriimasi Poincaré tarafindan
yapilmistir. Béylece izdisim geometrisi ile Poincaré’nin grup icerigi calismalariyla, grup teorisi

Klein tarafindan kullanilabilir hale gelmistir.*®

Klein ‘parabolik geometri’, ‘hiperbolik geometri’ ve ‘eliptik geometri’nin isim babasidir.
Oklidyen geometri igin parabolik terimini tiretmistir. Bolyai ve Lobachevski’nin geometrileri igin
Yunanca ‘asmak’ anlamina gelen ‘hyperballein’ kelimesinden ‘hiperbolik’i tiretmistir. Riemann'in
geometrisi icin Yunanca ‘yetersiz kalmak’ anlaminda olan ‘elleipein’ kelimesinden ‘eliptik’

terimini tretmistir.** Bu terminoloji glinimiizde neredeyse evrensel olarak kabul edilmistir.*°

3.5. Henri Poincaré (1854 - 1912)

Poincaré, Bilim ve Varsayim® baslikli kitabinda geometri uzayi ile duyusal algi uzayi
arasindaki iligkiyi arastirmistir. Poincaré geometri uzayini suirekli, sonsuz, homojen, es yonli ve
Uc boyutlu kabul etmistir. Gorsel algi uzayinin ise homojen, es yonli ya da u¢ boyutlu
olmadigini goéstermistir. Dolayisiyla sadece gorsel algilarla geometri uzayinin iceriginin
olusturulamayacagi sonucunu c¢ikarmistir. Diger algi cesitlerinde de benzer sonuglar elde
etmistir. Buradan geometri tasavvurunun herhangi bir algi organindan ziyade duyusal ve motor
algilarla beraber bir butlnlik icinde olustugu anlasiimaktadir. Boylece geometri uzayinin igerigi

ilk asamada vicutla ilintilidir ve bunu sadece gorsel algiya gikarmak epistemolojik bir hatadir.*’

Poincarée, farkli cesitlerdeki algilarin (gorsel, dokunsal ve hareketsel) birbirleri ile olan
iliskisiyle geometri uzay! iceriginin ortaya c¢ikarildigini iddia etmistir. Bu iligkiler arasinda énemli
olan dengedir. Ornegin viicudun veya gbéziin hareketiyle gdrsel alanda denge
yaratilabilmektedir. Poincaré, bu dengelerin bir grup yapisina sahip oldugunu ve bu grubun
Oklidyen uzaydaki déntisimlerin grubu oldugunu gostermistir. Yani Oklidyen uzay ne gériilen
uzay, ne dokunulan uzay ne de hareket edilen uzaydir. Oklidyen uzay bu ti¢ duyunun bir arada

oldugu uzay yapisindadir. Analizlere gére gruplamanin igerigi kisiyle ilgilidir. Oklidyen grup dyle

43 Kvasz, op. cit., pp. 160, 161.

44 Bardi, op. cit., p. 199.

4 Wolfe, op. cit., p. 63.

46 Kitabin Orijinal adi: La Science et I'Hypothese
47 Kvasz, op. cit., pp. 160, 161.
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bir aracgtir ki her kiginin 6zel duyu algilarini agsmasina yardim etmektedir. Bu durumda grup
teorisi ayri algl organlarinin izlenim serilerinden, dengeleyici iligki yapisinin degismezlerine
déndsumu mumkun kilan bir teoridir. Temel olarak sadece uzayin icerigini degil ayni zamanda

nesnenin, gercekligin icerigini de gdstermektedir.*®

Klein, grup yapilari iceriginin temelleri uzayin igeriginden olusturuldugundan dolayi bu
grup icerigini, geometride etkin bir bicimde kullanmistir. Klein’nin uyguladigi Erlangen
Programi’'nin  basarisi geometriyi birlestirmesinden kaynaklanmaktadir. Bu programda
temellenen grubun icerigi, uzayin igeriginin epistemolojik temelini sekillendirmektedir. Bdylece

grup teorisinin yardimiyla geometri bltlinlesmis ve yiiksek bir soyut seviyeye ulagsmigtir. *°

Poincaré “Geometrinin postulatlari ne a priori sentetik yargilardir ne de deneysel
olgulardir. Onlar geleneksel Usluplardir.” diyerek ¢oklu geometrilerin Uretilmesinde ortaya gikan
felsefi krizin asilmasina yardim etmigstir. Poincaré, geometrinin dogru olmadigini, yararl oldugu
sonucunu gikarmistir.®*' Yergekimsel alanda Riemann geometrisi kullaniminin daha uygun
oldugunu dustnen Poincaré, amaca goére hangi geometrinin kullanimi daha uygunsa onun

kullaniimasi gerektigini belirtmistir.

8 |bid., pp. 161, 162.

“ Ibid., pp. 161, 162.

%0 Bardi, op. cit., p. 199.

51 Shahen Hacyan, “Geometry as an Object of Experience: Kant and the Missed Debate between Poincare
and Einstein”, w.place, February 2, 2008, p. 5.
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Bu tezde ‘Oklidyen olmayan geometriler nasil olugsmustur sorusu arastiriimistir. Bu
olusumu ortaya koymak amaciyla; bu olusuma katkida bulundugu dusinllen gelismeler,
Oklidyen olmayan geometrilerin Uretimesi ve kabul edilmesi olmak Uzere (¢ asama
incelenmistir. Dolayisiyla tez, Antik Donem’den XX. ylUzyil bagina kadar olan sureci kronolojik
olarak tarayan bir geometri tarihi ve felsefesi calismasi haline gelmistir. Agiklayici arastirma
yontemi benimsenerek, incelenen olusum surecindeki ¢alismalar arasinda neden-sonug iliskisi
kurulmaya, olgu ve olaylara acgiklik getiriimeye calisiimistir. Bilgi toplarken, zaman zaman ikincil

kaynaklara basvurulmus ve bu ¢alismalarin analizi yapilmaya ¢aligiimistir.

Tezin ik béliminde, Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna katkida bulundugu
dislnilen gelismeler incelenmistir. Dolayisiyla Antik Dénem’den, XIX. ylzyilda Oklidyen
olmayan geometrilerin Uretilmesine kadar gecgen suregte geometri, felsefe ve sanat dahil bir gok

alanin katkilari ortaya konmaya gayret edilmigtir.

Birinci bolimin ilk alt-boliminde, geometrinin sadece fiziksel uzayla ilgilendigi
distnulen ilk dénemi -geometrinin tartismal olarak bilinen dogusu- Uzerine kisaca bir girig
yapilmigtir. Antik Yunan 6ncesi doneme denk gelen bu dénemde geometrinin élglim Uzerine

kurulu deneysel bir yapisi oldugu belirtilmigtir.

ikinci  alt-bélimde, Antik Yunan'da geometrinin tanimlardan, aksiyomlardan,
postulatlardan, teoremlerden ve ispatlardan olusan bir sistem haline (soyut olarak
adlandirilabilecek bir yapiya) dontsumua gosterilmistir. Bu donemin geometricilerinden biri olan
Oklid’in, déneminin geometri bilgisini sistematik bicimde Elementler basligi altinda bir araya
getirmesiyle Oklidyen geometrinin olugsumuna deginilmistir. Birgok geometrici igin tartigma
konusu olan Elementlerin iginde tanimlanan postulatlardan besincisi Uzerine irdelemeler bu

bdlimde baslatiimistir.

Bu ilk agamanin kapsadigdi iki bin yil boyunca geometriciler, geometri sistemini saglam
temeller Uzerine oturtmak icin Oklidyen geometrinin temelinde bulunan paralel postulat

ispatlamaya calismislardir. Paralel postulatin tahayyul edilmesi kolay oldugu igin onun
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dogrulugu bu slregte sorgulanmamigtir. Bazi geometriciler paralel postulati, postulatlar
arasindan c¢ikarip teorem olarak kabul etmek istemiglerdir. Fakat teorem olarak kabul etmek igin
ispatinin yapilmasi gerekmektedir. Boylece iki bin yillik ispat arayisi postulatin yaziimasiyla
baslamistir. Bu sUregte yapilan ispatlar genellikle ispati yapan geometricinin ardindan gelen
geometriciler tarafindan g¢lrutilmus, clriten geometricinin ortaya koydugu ispat ise onun
ardindan gelenler tarafindan reddedilmistir. Birgok geometrici paralel postulati ispatlamaya
calismis ve bu cgalismalari sirasinda bazi ilging sonuglara ulasmis olsalar da basarisiz
olmuslardir. Bu basarisiz gézilkken ispatlama calismalari, Oklidyen olmayan geometrilerin
olusmasinda en buyulk katkiyr saglamislardir. Bu postulatin iki bin yil boyunca ispatlanamamasi
muhtemelen hi¢ ispatlanamayacagi ya da dogrulugu olmadidi yoninde kuskulari dogurmustur.
Bu kuskular da Oklidyen olmayan geometrilerin Uretilmesini saglamistir. Marvin Jay Greenberg
iki bin yillhk ispat bulma c¢abasinin 6nemini su sozleriyle dile getirmistir. “Eger idealist
hayalperestler Oklid’in paralel postulatini ispatlamak igin iki bin yil harcamasalardi bugiin

Galaksi'yi kesfe gikan uzay gemileri olmazdi.”

Uclincii alt-boliimde, Oklidyen olmayan geometrilerin olusum siirecini dolayl olarak
etkilemis olan islam geometricilerinin, 6zellikle cebir yoluyla yaptigi katkilariyla geometrinin daha
sembolik bir sisteme dénlsimi gosteriimigtir. Bu dénemde ayrica, bazi Oklidyen olmayan
geometri sonuclar elde eden XVIII. yuzyll geometricilerinin kendi ispatlarinda uyguladiklari,

islam geometricilerinin yéntemleri ele alinmistir.

Dérdiinct alt-bélimde, ilk Oklidyen yapida olmayan galisma niteligine sahip, izdigim
geometrisinin olusumu (zerinde durulmustur. Oncelikle bu tip bir geometrinin olugsumuna
oncilik eden Roénesans Doénemi perspektif calismalarindan bahsedilmis, daha sonra
perspektifin izdigiim geometrisine donisimi gosteriimeye galisiimistir. Béylece homojen olarak
yapilandiriimis Oklidyen geometriye karsi, ‘goren nokta’ kavramiyla paralel dogrularin kesistigi,
Oklidyen geometriden farkli 6zelliklere sahip ilk calisma olan izdisim geometrisi
yapilandiriimistir.  Dolayisiyla ilk Oklidyen yapida olmayan geometri kokeni, sanat

calismalarindan gelmektedir.

Birinci bolimin son alt-béliminde, Aydinlanma Dénemi’nde geometride meydana gelen
gelismeler Uzerinde durulmustur. Paralel postulat yazildiktan XVI. yUzyillin sonuna kadar

geometriciler, bu postulatin ispatlanabilecegine inanmislardir. Bu dénemde farkli ispat
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yontemleri denemeye baslayan geometriciler, farkh sonuglar bulmaya da baslamiglardir. Bu
cesitli sonuglarla olusan geometriler, ‘evrensel geometri’, ‘gériinenlerin geometrisi’ gibi Oklidyen
geometriden farkli isimlerle anilimaya baslanmasina ragmen, bu dénemde Oklidyen geometriye
olan inanca devam edilmistir. Bu inang sebebiyle, (iiretilen geometrilerin Oklidyen olmayan
yapida olmasina ragmen) Oklidyen geometriye es degerde ve tam anlamiyla alternatif olacak
geometrik bir sistem kurulamamistir. Boylece bu geometriler Oklidyen olmayan geometrinin

ortaya gikmasina sadece katkida bulunduklari i¢cin bu agsamada ele alinmiglardir.

Tezin ikinci bdliimiinde, Oklidyen geometriye esdegerde ve alternatif olarak Uretilen
Oklidyen olmayan geometri sistemleri, kuruculariyla beraber ele alinmistir. ik bélimden farkli

olarak bu boliimde, Oklidyen olmayan geometriler bilingli ve sistemli bir sekilde kurulmustur.

Onceki boélimde godsterilen iki bin yillik, Oklid'in paralel postulatini ispatlama
calismalarinin basgarisizligi, XIX. ylzyilda postulatin dogrulugu hakkinda kugkulari dogurmustur.
Artik matematik Tanri’nin dili oldugu Altin Gagr’ni tamamlamis, insan Uretimi, hata payi olabilen
bir caga girmistir. Oklidyen olmayan geometrilerin olusumuna yoén veren “paralel postulat
kaldirilirsa ne olur” ve “bu postulat yerine farkli bir postulat konursa ne gibi sonuglar elde edilir”
gibi sorular sorulmaya baslanmistir. Béylece Oklidyen geometrinin tek dogru geometri sistemi
oldugu inanci da sarsilmistir. Bu konudaki dugtncelerini hi¢ yayimlamamasina ragmen, paralel
postulatin bagimsiz olduguna, yani segilen bagka bir postulata dayanan baska geometrilerin de

mantiksal olarak olanakl olduguna ilk inanan kisi Gauss'dur.

Bu boéliimde 6éne ¢ikan isimlerden Schweikart, Lobachevski ve Bolyai, Oklid’in paralel
postulati yerine kendi postulatlarini koymus ve bdylece Oklidyen olmayan geometrilerin
kuruculari unvanina sahip olmuslardir. ‘Astral geometri’, ‘Sanal geometri’ ve ‘Salt geometri’
seklinde isimlendirilen galigmalari, Oklidyen geometriye esdegerde ve tam anlamiyla alternatif

geometri sistemleridir.

Sanal geometri ve Salt geometri gibi yeni olusturulan bu geometri sistemlerinin sadece
Oklidyen geometriden farklari sunulmamig ayni zamanda birbirleri arasindaki benzer ve farkli
Ozellikleri de gosteriimeye calisiimigtir. Lobachevski ve Bolyai'nin bu konuda yazdigi makaleleri
farkli olmasina ragmen kuramlari temel olarak birbirine benzerlik gdstermektedir. ikisi de Ug¢

boyut Uizerinde geometri galismistir ve temel sonuglarini trigonometrik formullerle belirtmislerdir.
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Bolyai'den farkli olarak Lobachevski, bazi noktalarda daha agiktir ve Oklidyen geometri ile kendi
geometrisi arasinda ortak teoremleri bulmaktansa, kendi geometrisine ait yeni teoremler
bulmayi tercih etmistir. Ayni doneme denk gelen -daha sonra hiperbolik geometri olarak
adlandirilan- bu yeni tip geometrinin birbirinden bagimsiz olarak nasil diinyanin farkl yerlerinde
ortaya cikti§i dikkat c¢ekici bir sorudur. Bu soru tezin arastirma konusunu astidi igin

incelenmemistir, fakat gelecek ¢alismalar igin énerilmektedir.

Hiperbolik geometrinin kesfedilmesiyle fiziksel uzayin hangi bélimlerinde (astronomik,
mikroskobik,...) hangi geometrinin daha uygun oldugu bulunmak istenmistir. Gauss ve
Lobachevski, deneylerini donemin teknolojik imkanlarinin verdigi 6lcide yapmalarina ragmen
Oklidyen olmayan geometriye drnek bulamamislardir. Fakat Lobachevski, kitlelerin gekim
guglerine bagh olarak uzayin farkh bélimlerinde, farkli geometrilerin olusabilecegi
dusincesindedir ve bu fikriyle Einstein’dan altmis yil kadar énce Genel Gorelilik'in geometri

Ongdrusine sahiptir.

Oklidyen olmayan geometri, bir siire geometrinin anlasiimasi gii¢ bir alani olarak kalmis

ve ¢ok az ilgi gérmustir. Lobachevski ve Bolyai'nin gérusleri uzun yillar kabul edilmemistir.

Tezin Gglnclu  béliminde Oklidyen olmayan geometrilerin  yorumlanmasi ve
buatlnlestiriimesiyle, geometri sisteminin igcinde kabul edilmesi incelenmeye ¢alisiimistir. Bu son
béliimde, éncelikle Riemann’in Oklidyen ve hiperbolik geometriden farkli olusturdugu, ‘eliptik
geometri’ adli Oklidyen olmayan geometrisi sunulmustur. Riemann, Oklidyen ve Oklidyen
olmayan geometrileri temellendirmis ve hepsinin genel bir sistemin birer érnegdi oldugunu iddia
etmistir. Daha sonra Riemann’in geometri igeriginin fiziksel uzayi temsil etmek zorunda olmadigi
duslncesiyle, diferansiyel geometriyi ylksek boyutlulara uyguladigi geometri incelenmistir.
Riemann sonsuz sayida farkli cgesit geometriler elde etmistir. Boylece Oklidyen olmayan
geometrilerin Uretilmesinin ardindan geometrinin ylksek, soyut seviyeye dénustugu farkli bir

déneme girilmistir.

Burada belirtmek gerekir ki geometrinin XIX. yuzyilda ulastigi bu soyutlama Antik
Yunan’da yapilan soyutlamadan farklidir. Dogada mukemmel bir dogru ya da tam bir cember
bulunmasa da Antik Yunan'da tecriibe edilen objelerden soyutlamayla ideal objeler Uretilmistir.

Diger bir deyisle, Antik Yunan’da geometri, tecribe edilmis objelerin tasarimindan olusan ideal
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objelerle olusmakta ve soyut, tek geometri sisteminin goérintisu fiziksel uzayin kendisini
vermektedir. XIX. ylzyildaki soyutlama ise fiziksel uzayi temsil etmeksizin keyfi, sonsuz sayida

soyut geometri sistemleri Gzerine kurulmustur.

Riemann’nin tezinin yayimlanmasiyla Oklidyen olmayan geometriler galisiimaya
baslanmistir. Fakat kuramlarin tam kabuli ancak Riemann'dan sonraki kusak, 1870 ve
sonrasinda bu kuramlarin anlaminin kavranmasiyla gergeklesmistir. Bu anlamin kavranmasinda
Poincare’nin grup calismasinin ve Klein'in grup teorisini uyguladigi Erlanger Programi’nin etkisi
blayuktur. Klein grup teorisini kullanarak butiin geometrilerin izdisim geometrisinin 6zel
durumlari oldugunu ortaya koymus ve tim geometri gesitlerini ortak bir ¢ati altinda toplamistir.
Bdylece, Bolyai ve Lobachevski'nin gz ardi edilmis olan kuramlarinin sonunda taninmasini ve
mantiksal tutarihginin anlasiimasini saglamistir. Dolayisiyla bu noktada, Oklidyen olmayan

geometrilerin olugsum sireci tamamlanmistir.

Oklidyen Olmayan Geometrilerin Olusumu Sonrasi Bazi Felsefi

Tartismalar

Geometri bir devlet isi olarak dogmustur. Antik Yunan Donemi’yle beraber bireysel bir
ugrasa donusmustur. Bu donlUsimin olusmasinda tarihsel ve toplumsal baglamin 6nemi
yadsinamaz. Antik Cin’de sembollerin kullaniimadigi bir geometri ve matematik vardir; soyut
sistem kurmak yerine uygulamali alana odaklaniimistir. Antik Cin aritmetikte ilerlemis; Antik
Yunan aksiyomatik bir sistem olan Oklidyen geometriyi olusturmustur. Buradan matematik ile
geometri gibi en formel disiplinlerin bile belirli tarihsel toplumsal baglamda olusan ve sekillenen
birer pratik oldugunu iddia edebiliriz. Bunun bir diger drnegi islam geometricilerinin geometri

problemlerini cebirsel bir bigcimde ele almalaridir.

Bilim yalnizca bilimin kendisine bakilarak anlasilamaz. Diger bir deyisle disiplinler
yalnizca kendi igsel mantiklari iginde gelisip dénismezler. Geometrinin olusumu yalnizca
geometricilerin ¢alismalariyla tanimlanamaz. Geometri toplumla, inangla, sanatla ve fizik gibi
diger bilimlerle yakindan iliskilidir. Bu etkilesimler anlagiimadan Oklidyen olmayan geometrilerin

olusumu anlamlandirilamaz.
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“1800’lere kadar butiin matematikgiler Oklidyen geometrinin fiziksel uzayin ve uzaydaki

"* Oklidyen geometrinin zorunlu

sekillerin dogru ideallestiriimis 6zellikleri olduguna inaniyorlardi
dogruluklarin érnedi oldugunu, OKklid’in aksiyom ve postulatlarinin kendiliginden dogrular
olduklarini diglniyorlardi.? Cesitli egilimlere sahip Descartes, Hobbes, Spinoza, Locke, Hume
ve Kant gibi birgok modern filozof Oklidyen geometriyi epistemik kesinligin bir 6rnegi olarak

kabul etmiglerdi.?

Oklidyen geometrinin zorunluluguna dair fikirden vazgegcmeden Oklidyen olmayan
geometrileri olusturmak imkansizdir.* Oklidyen olmayan geometrilerin kesfinin bir devrim olup
olmadigi ya da bir devrimse ne tirden bir devrim oldugu Crowe, Dauben, Dunmore ve Gillies

gibi felsefeciler tarafindan tartisiimistir.

Oklidyen olmayan geometrilerin Uretilmesi matematigin kesin dogrulugunu sarsmistir.
“Oklidyen olmayan geometrilerin kesfi matematikte Antik Yunan Dénemi’nden beri yapilan en

"5 Bu kesif matematiksel dogrulugun zorunlulugunu ¢lritmustir.®

onemli ve devrimsel adimdir.
“1900’Iu yillarda matematik gerceklikten kopmustur. Doga hakkindaki dogruluk iddiasini
kaybetmis ve anlamsiz seyler hakkinda keyfi aksiyomlarin zorunlu sonuglarinin pesinde

kogsmaya baglamistir.”

Matematik icin artik iki farkli dogruluk igeridi olusturulabilir: Realistik
dogruluk ve formel dogruluk.® Formel dogrulugun iceriginin bagimsizigi matematiksel
disinmenin 6zgurlGdund tasdikliyor. Formel dogruluk igerigi matematigin sadece bilim
olmadigini ayni zamanda bir kiltir oldugunu ortaya koyarak matematigin bir diger yoninu

gosteriyor.®

" Klein 1972, p. 861, quoted in Yuxin Zheng, “Non-Euclidean Geometry and Revolutions in Mathematics”,
Revolutions in Mathematics, Clarendon, Oxford, 1992, p. 174.

2 Zheng, op. cit., p. 174.

3 (Cevrimigi) Roberto Torretti, "Nineteenth Century Geometry", The Stanford Encyclopedia of
Philosophy, Ed. by Edward N. Zalta , Winter 2014 Edition,
http://plato.stanford.edu/archives/win2014/entries/geometry-19th/. 02 Subat 2016.

4 Zheng, op. cit., p. 175.

5 Klein 1972, p. 861. quoted in Zheng, op. cit., p. 176.

6 Zheng, op. cit., p. 179.

7 Klein 1972, p. 1035, quoted in Zheng, op. cit., p. 179.

8 Zheng, op. cit., p. 179.

® Ibid., p. 181.

73



Oklidyen olmayan geometrilerin olusturuimasi modern matematigin gelisiminin
baslangici olarak kabul edilir. Modern matematigin en belirgin karakteristigi matematik
nesnelerinin sadece deneyimden soyutlanan sekiller ve iligkiler olmadigi, ayni zamanda
mantiksal olarak mumkin olan sekiller ve iligskilerden olustugudur. Hilbert nokta, dogru, duzlem
yerine masa, sandalye, kupa da kullanabiliriz demistir. Geometri artik belirli nesnelerle
sinirlandiriimiyor, nesne - aksiyom - timdengelim yerine hipotez - timdengelime doénliguyor.
Oklidyen olmayan geometrilerin kesfi matematikgilerin matematigin dogasini kavrayislarini ve
bunun fiziksel dinyayla olan iligskisini radikal bir sekilde gézden gecirmelerine mecbur

birakmistir."

XIX. vylzyildan itibaren geometri terimlerinin anlamhligi, geometride bilgiye nasil
ulasildiyi ve geometrinin neden fiziksel uzayda karsilik buldugu sorgulanmistir. Matematiksel
nesnelerin temellendiriimesi ya da bir temele ihtiyaci olup olmadidina dair birgok felsefi tartisma
ortaya ¢ikmistir. Bu temellendirme ¢alismalarinda geometri bilgisinin empirik bilgi ya da a priori

bilgi olup olmadigi geometri felsefesinin en ¢ok tartisilan konularindan biri haline gelmistir.

Felsefeciler geometri nesnelerinin nasil olusturulduguyla uzun sure ilgilenmislerdir. Antik
Yunan Donemi’nden ginimuze Locke, Hume ve Kant gibi bircok dnde gelen felsefeci geometri
nesnelerinin konumuna dair géruslerini belirtmistir. Geometri felsefesi yapilan sure iginde, genel

olarak felsefeciler geometrinin a priori dogrular olduguna dair daha agik goruslidurler.

Oklid'in paralel postulatinin XIX. yiizyilda tekliginin sarsilmasinin ardindan felsefede
postulatlarin konumu da sorgulanmaya baslanmistir. Bu konumlandirmada postulatlarin empirik
dogrular mi a priori dogrular mi oldugunun belirlenmesi oncelikli hale gelmistir. Kant'a gore,
Oklid'in teoremleri ve postulatlari bir genellige sahiptir ve higbir genellemenin sahip olamayacagi
bir zorunlulukla yakindan ilintilidir."" Kant'a gore bir seyi bilmek ya da herhangi tiirden bir inanca
sahip olmak bir yargida bulunmaktir. Ancak ve ancak bir yargidaki kavramlar ve onlarin
birlesiminin bi¢imi Uzerine salt disinme, bir kimseye yarginin dogru olup olmadigini bilmeyi
yeterince saglamiyorsa, yargi sentetiktir.'”> Buradan Kant matematik ve geometriyi sentetik a

priori olarak konumlandirmistir. Jaakko Hintikka, Charles Parsons, Stephen Barker ve Michael

% Ibid., p. 176.
' Stephen F. Barker, Matematik Felsefesi, Cev. Yiicel Dursun, Ankara, imge Kitabevi, 2003, s. 53.
2 Ae., s. 23, 24.
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Friedman gibi birgok geometri felsefecisi Oklidyen olmayan geometrilerin kesfini Kant'in bilgi

kurami tabaninda incelemiglerdir.

Oklidyen olmayan geometrilerin Uretilmesiyle Oklidyen geometri temel yaklasim olma
Ozelligini izdisim geometrisine birakmis ve Hilbert'in geometriyi aksiyomatiklestirmesine alan
acmistir. Daha zengin aksiyomatik sistemlerin olusturulmasiyla teorik geometri daha da
gelismigtir. XX. ylzyilin baslarinda geometrinin igerigi buyuk olcide genislemis ve geometriyle
ilgili felsefi fikirler derinlesmis ve genislemistir. Oklidyen olmayan geometriler anlasiimis, kabul
gérmis ve birgok farkli alanda etkilerini géstermeye baglamistir. Oklidyen olmayan geometrilerin
olusumunun tamamlanmasindan sonra etkiledigi alanlar farkli bir g¢alismanin konusu
oldugundan onlara tezin iginde deginilmemistir. Fakat ileri ¢alismalar icin faydasi olabilecegi

dusunuldagunden burada kisa bir sekilde deginilecektir.

1870’den 1914’e kadar uzayin Oklidyen geometriye uygun bir yapida olmayabilecegi fikri
yayginlasmistir. Bu fikir zamanin bir boyut olarak ele alinmasi ve bdylece uzayin dort boyutlu
olabilecedi tartismalariyla birlikte disintlmistir. Oklidyen olmayan geometrilerin bir olasilik
olarak matematikgiler arasinda kabul edilmesinden sonra uzayin, Oklidyen olmayan bir
geometriyle daha iyi tanimlanabilecegi fikri kabul gérmustir. Boylece Oklidyen olmayan
geometrilerin kesfi sadece geometrinin anlamini degdistirmekle kalmamis ayni zamanda fiziksel

uzayin da anlamini degistirmistir.

Oklidyen olmayan geometrilerin diger akademisyenler tarafindan kabul gdrmesinde
Einstein’nin Gorelilik Teorisi’nin de etkisi vardir. 1915'de olusturulan bu teoriye goére 1s1gin iki
nokta arasinda aldigi en kisa yol Oklidyen degil, Oklidyen olmayan bir dogru olusturmaktadir.
Cunkii Oklidyen bir yiizeyde dogru, bikilmez olarak tanimlanirken, Oklidyen olmayan
geometride dogru, verilen uzayda birlesen iki nokta olarak tanimlanmaktadir. Dolayisiyla
Oklidyen olmayan geometride dogrular bikulebilir ve egrilebilir yapidadirlar. Béylece Oklidyen
olmayan geometriler Einstein’in Gorelilik Teorisi’nin matematiksel temelini olusturmaktadir. Bu
teoriye gore eger uzayda higbir kiitle yoksa uzay Oklidyen geometriye uygun olabilir, fakat

buyuk bir kitle varsa bu kutlenin ¢cekimiyle uzay bikulmektedir.

Eddington, 1919’'da Einstein'in teorisini ispatlamak igin gunes tutulmasi aninda

fotograflar gekerek, uzak yildizlarin isiklarinin Riemann'in geometrisine daha uygun oldugunu
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gOstermistir. Eddington, yaptigi deneyde uzay ve zamanin bikuldagind ve kitlenin  bunu

etkiledigini gézlemlemisgtir.

Oklidyen olmayan geometri sistemlerinin olusturuimasi sadece geometri igerigini
degistirmekle kalmamig, geometri algisi ve dogrulugu dahil birgok felsefe sorusunun dogmasina
Onayak olmustur. Her ne kadar Kvasz gibi bazi distnurler Desargues, Lobachevski, Beltrami,
Cayley, Klein, Riemann ve Poincare gibi geometricilerin, geometri tarihi agisindan sadece
sureklilik arz ettigini ve yeni bir icerik Uretmekten ziyade geometri iceriginin daha iyi
temellendiriimesini  sagladiklarini  diglnseler de bazi dusindrler bu geometricilerin
olusturduklari Oklidyen olmayan geometri igerigini geometri tarihi agisindan devrim olarak ele
almaktadirlar. Bunun nedeni artik geometrinin, fiziksel dinyanin geometrisi olmak zorunda

olmadigi ve bagimsiz sekilde yapilandirilabilmesidir.

Oklidyen olmayan geometrilerin olusum sirecinde sanatin etkisi oldugu gibi olusan
Oklidyen olmayan geometriler de sanata etki etmislerdir. Lewis Carroll’'un Aynanin iginden adli
eseri timsek bir ayna tarafindan olagan uzayi sanal uzay Uzerine birebir eslestiren bir hikayedir;
ve bu Oklidyen olmayan geometrilerin sanata yansimasi olarak yorumlanmistir. Lewis Carroll
(H. P. Lovecraft), Vasarely, Escher, Yturralde gibi isimlerin sanat eserlerinde Oklidyen olmayan
geometrilerin etkilerinin oldugu dusundlmektedir. XIX. yuazyil sonlari, XX. yuzyilin baglarinda
zamanin da bir boyut olabilecegi fikriyle boyut sayisinin tg¢ten dérde ylkselmesi ayni zamanda
yuksek boyutlu geometrilerin baz alindigi sanat formlarina ilgiyi arttirmistir. Pablo Picasso,
Georges Braque ve Salvador Dali bu sanat formlarini uygulayan isimlerdendir. Dolayisiyla
Oklidyen olmayan geometrilerin etkisinin sadece bilimsel ve felsefi teorilerin (izerinde degil, ayni
zamanda sanat alaninda kibist ve sulrrealist sanatcilarin Uzerinde de etkisi oldugu
disinulmistir. Béylece, modern sanatin dogumu ile Oklidyen olmayan geometrilerin dorugu

ayni déneme denk gelmistir.
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