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OZET

ZAR-EVREN MODELLERINDE ZARA-DAYALI VE BULKA-DAYALI
COZUMLERIN ESDEGERLILIGININ ARASTIRILMASI

Kozmolojide zar-evren modellerinin ele alinmasinda iki yaklasim mevcuttur: zara-
dayali veya bulka-dayali yaklasim. Zara-dayali yaklasimda, zar, bir koordinat sistemi
tizerinde sabit segilirken, bulka-dayali yaklasimda ekstra boyut dogrultusunda hareket
ettigi icin artik statik degildir.

Tezde oOncelikle zar-evren modellerinin matematiksel altyapisi sunulmus, ardindan
bulka-dayali yaklasimdan zara-dayali yaklasima ge¢isi gosteren formalizm miimkiin en
genel anizotropik hal i¢in insa edilmistir. Elde edilen ifadelerin, literatiirde bu iki
yaklasimm esdegerliginin Scw-AdS uzayi i¢in gosterildigi [33] durumu kapsadigi
gosterilmistir. Hesaplarin sonucunda, en genel anizotropik bulka-dayali metrigin
esdegerinin, anizotropik Gaussal Normal Koordinatlar formunda oldugu bulunmustur.

Dontigiimiin etkilerini gdstermek amaciyla, ¢oziimlerini kendimiz buldugumuz bir
anizotropik model, bir de literatiirden segilmis izotropik model ele alinarak bulka-dayali
yaklasimdan hareketle, bu modellerin zara-dayali esdegerleri bulunmustur. Son olarak,
her iki yaklagimda verilen uzay-zamanin ozellikleri, literatiirdeki diger modellerle
karsilastirmali olarak incelenmistir.
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SUMMARY

INVESTIGATIONS OF THE EQUIVALENCE OF THE BRANE-BASED AND
THE BULK-BASED SOLUTIONS IN BRANE-WORLD MODELS

There are two different approaches to handle brane-world models: brane-based or bulk-
based. In the brane-based approach, the brane is chosen to be fixed on a coordinate
system, whereas in the bulk-based approach it is no longer static as it moves along the
extra dimension.

We first present mathematical background of brane-world models and then construct the
formulas for the most generalized representation of static anisotropic model providing
the transformation of the bulk-based approach to the brane-based one. It was shown that
our results cover the solutions in [33] which explores the equivalence metric of Scw-
AdS space-time. At the end of driven calculations, we find that the equivalence of the
most general anisotropic bulk-based metric is an anisotropic metric in the form of
Gaussian Normal Coordinates.

To illustrate the implications of transformation, we investigate corresponding versions
in brane-based approach of two different bulk-based models which one of them is
isotropic and chosen from literature while the other is anisotropic and found solutions
by us. At the end of study, we give a detailed explanation for both of two approaches by
comparing other models in literature.



1. GIRIS

Son yillarda daha yiliksek boyutlu bulk i¢ine yatirilmis 3-boyutlu zar {izerinde yasiyor
olmamiz olasiligina kars1 biiyiik bir ilgi bulunmaktadir. Horawa ve Witten [1,2], giiglii
baglanmus limitte (strongly coupled limit) Eg X Eg heterotik sicim teorisine, R™ X S/
Z, orbifoldu iizerinde bir 11-boyutlu teori olarak bakilabilecegini gdstermistir. Siiper
Yang Mills alanlar1 uzay-zamanin sinirini olusturan 10-boyutlu iki tane zar iizerinde
hapsolmus iken bu orbifoldda gravitonlar bulk igine yayilabilmektedir. Kisa zaman
once, sinirlandirilmis n boyutun, biiyiik olabilecegi varsayimindan hareketle hiyerarsi
problemine 6nemli bir ¢oziim Onerildi [3,4,5]. V(n) smirlandirilmis (compactified)
uzayin hacmi olmak iizere, efektif 4-boyutlu Planck kiitlesi My ile 5-boyutlu Planck
kiitlesi M arasinda Mp|2 = M#" V(n) bagitis1 uyarinca iliskili oldugu gdsterildi.
Boylece ekstra boyutun yeteri kadar biiyitk olmast halinde, My ~ 10™ GeV ile birlikte
kiiciik bir M degerine (TeV mertebesinde bile) sahip olmamiz miimkiindiir. Dolayisiyla,
hiyerarsi problemi 5-boyutlu Planck kiitlesini indirgeyerek ¢oziilebilir. Standart model
alanlarinin 3-zar lizerine hapsolmus ve gravitasyonun ekstra boyuta yayilabiliyor olmasi
halinde, gozlemlerle cakisma olmamasi i¢cin M ~ 1TeV degerine karst diisen n degeri,
n>2 olacak sekilde bulunur. n=2 igin astrofiziksel sinirlamalar M~100TeV ve daha
biiyiik olmasim gerektirir [6,7] ve ekstra boyutun biiyiikligi ise 5x10° mm ile

sinirlanir.

Diger iki ilgi ¢ekici olasilik, Randall ve Sundrum [8,9] tarafindan ortaya atildi. Ilk
modellerinde besinci boyutun w ile temsil edildigi, —w; < w < w, araliginda ve orbifold
simetrisine sahip olan (w ~ -w; ) S*iizerinde simirlandirilmis 5-boyutlu bir uzay-zaman
diistindiiler. w=0 daki zar pozitif gerilimli bir “domain wall” ve w=w, deki zar da
negatif gerilimli bir “domain wall” dir. Negatif gerilimli zar iizerinde kiitle 6lgekleri
ciddi olarak zaptedilebilir ve bu hiyerarsi probleminin ¢6ziilmesine imkan verir. Elbette
bu kabul, bizim negatif gerilimli zar iizerinde yasadigimiz1 varsayar. Negatif gerilimli

zar tzerindeki efektif alan denklemlerinin negatif bir gravitasyon sabiti icerdigi
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Shiromizu, Maeda ve Sasaki [10] tarafindan gosterilmistir ve bu gravitasyonun gekici
ozelliginden bagka itici 6zelliginin de olabilecegi anlamina gelmektedir. Ayrica, pozitif
gerilimli zar iizerinde, zayif enerji limitinde, dogru Einstein alan denklemlerini de
igerdigini gosterdiler. Ardindan da, ekstra boyutun bir radyon alami tarafindan
sabitlestirilmesi halinde negatif gerilimli zar probleminin ortadan kalkabilecegi
gosterildi [11]. Rundall ve Sundrum’un ikinci modelinde, pozitif gerilimli zar ilizerinde
yasadigimiz ve negatif gerilimli zarin sonsuza itildigi varsayilmaktadir. Dolayisiyla bu
senaryoda, ekstra boyut sonsuza genisletilmistir. Yine standart model parcaciklari, zar
tizerinde bulunmaktadir ve gravitasyon bulk i¢ine yayilabilmektedir. Gravitona karsi
diisen zara hapsolmus tekil bir gravitasyonel bagli durum vardir ve ayrica ekstra boyut
sonsuz olsa bile, zar {izerindeki efektif gravitasyonel etkilesim, kiigiik diizeltmelerden

sonra bildigimiz 4-boyutlu uzay-zamandaki gibi olmaktadir.

Bu giine kadar, daha yiliksek boyutlu uzay-zamanin igine yatirilmig zar-evren
modellerinin kozmolojisine dair bir¢ok yaklagim incelenmistir. Binetruy, Deffayet ve
Langlois [12], diiz uzaysal kisimlara sahip bir zar iizerinde 6lgek ¢arpani ag’in, K); 5-

boyutlu Einstein sabiti olmak iizere

k*s)

36

. .2
e M) (L)
denklemini sagladigin1 gosterdiler. Denklemde bulkin enerji momentum tansorii Tss ile
orantilt olan terim, bulkin bos olmasi yiiziinden diigsmiistiir. (1.1) denklemi, kaynak
terimin lineer olmamasi diginda standart dort boyutlu kozmolojideki denklemin
benzeridir. Bu nonlineer terim satandart evrimden farkli bir kozmolojik evrime sebep
olur. Csaki, Graesser, Kolda ve Terning [12], zarin Ap kozmolojik sabitine sahip olmasi
durumunda, ge¢ zamanlarda standart evrimin elde edilebilecegini gosterdiler. Burada
zarin kozmolojik sabiti Ap’nin bulk kozmolojik sabitinden farkli olduguna dikkat
edilmelidir, zira zar {izerine hapsolmustur. Eger Ap>>p ise, (1.1) numarali denklemin

sag tarafindaki p bilinen kaynak terimini ve ilave nonlineer diizeltmeleri verir ki, bu

terimler ge¢ zamanlarda ihmal edilebilecek kadar kii¢iik degerlere sahiptir.

10
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Ozel olarak 5-boyutlu ve iig-zar iceren kozmolojik modelere literatiirde sik¢a

rastlanmaktadir [13,14,15,16,17,18].

Bu giine kadar yapilan ¢alismalarda, zar-evren modelleri iki yaklasimla ele alinmistir.
Bu yaklasimlardan birincisi [12, 13, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25] zarin 5-boyutlu uzay-
zamanda, ekstra boyut iizerinde sabit bir noktada bulundugu “zara-dayali” yaklasimdir.
Bu yontemde, zarin kozmolojik evrimi, metrik bilesenlerinin zamanla evriminin

belirlenmesiyle bulunur.

Diger bir yontem olan “bulka-dayali” yaklasimda, 5-boyutlu statik bir uzay-zaman
icerisinde zar hareket etmektedir. Zarin kozmolojik evrimi, bulktaki hareketiyle
belirlenir. Zar lizerindeki gozlemci, zarin statik bulk igindeki hareketini kozmolojik
genisleme ya da biiziilme olarak gozlemleyecektir. Bu yaklasimin kullanildig:

calismalardan bazilar1 [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32] referanslarinda verilmistir.

Bu iki yaklagimin aslinda esdeger oldugu [33,34] calismalarinda gosterilmistir. Bu
tezdeki calismalara ilham kaynagi olan referansta (Mukohyama et al.), bulka-dayali
yaklasimdan zara-dayali yaklasima gecis gosterilmistir. Diger bir deyisle, Sch-Ads
metrigine sahip statik bir bulk uzay-zamaninda ele alinmis koordinat sisteminden, zarin
ekstra boyut iizerinde bulundugu noktanin orijin kabul edildigi bir diger koordinat
sistemine (Gaussal Normal koordinatlar) gecilebilir. Dolayisiyla is, bu iki koordinat

sistemi arasindaki dontisiimii belirlemekten ibarettir.

Bizim tezdeki amacimiz, bu koordinat doniisiimiinii genellestirip, baslangictaki bulka-
dayali statik metrik ne olursa olsun buna karsi diisen zara-dayali metrigi insa etmektir.
Boylece referans makalede yapilmis olan Sch-AdS metrigi de dahil olmak iizere, goz
Oniine alman tim metrikler i¢in genel bir formiilasyon olusturmus olacagiz. Bu
genellestirme sayesinde ele alinan her bir 6zel durum, denklemlerde yerine yazilarak
Ozellestirilebilir. Tezde bu formiilasyonu olusturmakla birlikte ayrica secilmis farkli
birka¢ 06zel metrik i¢in donlisim uygulanip esdegerliligi arastirilmistir. Segilen
metrikler, evrenin daha gercek¢i bir betimlemesini yapan anizotropik (esyonsiiz)

modellerdir.

11
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Tezin igerigi asagidaki gibi planlanmistir. Genel Kisimlar bdliimiinde, zar-evren
modellerinin ortaya ¢ikisini tetikleyen tarihsel dneme sahip ¢aligmalar vurgulanarak
Sicim Teorisi’ndeki zarlardan, bir kozmolojik model olarak zar-evrenlere gegis
anlatilmistir. Malzeme ve Yontem boliimiinde, dncelikle hesaplarimiza temel olusturan
teorik altyapit sunulmus, ardindan zar-evren modellerinin matematiksel ¢ikarimlari
yeniden yapilmistir. Ayrica tezin 6zgiin kismini olusturan ¢alismanin 6n hesaplar1 bu
boliimde sunulduktan sonra, Bulgular kisminda, bu hesaplarin genellestirilmis haline ve
bizim modellerimiz i¢in elde edilen hesaplara ve sonuglara yer verilmistir. Tartisma ve
Sonug¢ boliimiinde, tezde yapilan ¢alismanin 6nemi ve varilan noktalar siralanmistir.
Son olarak Ekler boliimiinde ise, tezin i¢inde yer alan bazi hesaplarin ayrintilarina yer

verilmistir.

12



13

2. GENEL KISIMLAR

“Neden ii¢ uzay ve bir zamandan olusan 4 boyutlu bir evrende yasiyoruz?” sorusu
icinde yasadigimiz evrenin dogasi1 hakkinda sorabilecegimiz en temel ve cevabi en zor
sorudur. Gravitasyon alaninin bos uzayda var olabilmesi i¢in gerekli minumum boyut

sayist oldugu i¢in, dort boyut, 6zel bir say1 olarak goriiniir.

Bunun yani sira, “Bir sekilde gizlenmis ve dort boyutta yasadigimiza dair bir gesit
illizyon yaratan ekstra boyutlarin var olup olmadigi”ni1 sormak da dogal bir sorudur. Bu
soru fizik¢ilerden ¢ok filozoflarin ilgilenecegi bir soru gibi goziikse de tersine, ekstra
boyutlar; Teorik Fizigin en biiyliikk problemlerini (Kuvantum Gravitasyonu ve
Kuvvetlerin Birlesimi gibi) ¢6zmeye tesebbiis eden postiilalar olarak sikca ortaya

atilmstir.

Genel Rolativite Teorisi (GRT), gravitasyonun, kozmolojik ve astrofiziksel gézlemlerle
uyusan mikemmel bir teorisidir. Hatta teorik olarak, bircok gozleme, dayanak
olusturmustur. Fakat Einstein’in bu teoriyi kesfetmesinden hemen sonra fark ettigi gibi,
tekillikler bigiminde ortaya ¢ikan kendi gecgersizligini de 6ngdren bir teoridir. Yani
GRT, kuvantum etkilerinin 6nemli hale geldigi yiiksek enerjilerde ¢oker. Diger ugta,
Kuvantum Mekanigi (KM), maddenin kendi yapist da dahil, biitiin kii¢iik 6lgekli fizigi,
basariyla ele alir ancak bazi kavramsal problemlerde (mesela 6l¢gme problemi) zorlanir
ve sonugta bu durumun daha temel bir teori veya mevcut teorinin daha iyi anlasilmasi
ile ¢oziilebilmesi umulur. Dolayisiyla aranilan, biitiin bu problemleri ¢ézen ve GRT ile
KM arasindaki boslugu basariyla dolduran bir Kuvantum Gravitasyon teorisidir. Boyle
bir teorinin, 6ncelikli olarak KM’ne ya da GRT’ye dayali olmasi gerekmez ve ikisinin
de yerini alabilir. Sadece gerekli olan sey, her iki limitte de olmasi gereken sonuglari

vermesidir.

Standart Modelin kuvvetleri ve ayrica belki gravitasyon kuvveti de, gergekte ayni
kuvvetin farkli goriiniimleridir. Kuvvetlerin bu dogasi, bilinen kuvvetleri, dogadaki
biitiin etkilesimleri tanimlayacak tek bir kuvvet ile birlestirmeyi amaglayan birlesim
kurami i¢in bir umuttur. Birlesim, oldukc¢a cezbedici bir ilkedir ve ge¢miste farkl
gorlinen olaylarin daha iyi anlasilmasini saglamada basarili olmustur. Buna en agik

13
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ornek, Maxwell’in Elektrik ve Magnetizmay1 birlestirdigi Elektromagnetik Teoridir.
Elbette ki dogadaki kuvvetlerin bu sekilde birlesememesi miimkiindiir. Ancak tarihte
yeni parcaciklarin ve kuvvetlerin kesfininin daha yiiksek enerjileri gozlemleyerek
bulundugunu hatirlayarak, birlesim ic¢in bir umut olusabilir. Ayrica, Kuvantum
Gravitasyonu ve Kuvvetlerin Birlesimi’nin mutlaka GRT ve KM’ne bagli olmasi

gerekmedigi fakat her ikisine de acikga isaret etmesinin yeterli olacagi vurgulanmalidir.

Ekstra boyutlar fikri ilk olarak, Kaluza ve Klein’in 1920’lerde oncii galismalari ile
ortaya atildi. Kaluza’nin siradis1 fikri, daha yiliksek boyutlarda metrik tansoriin ekstra
bilesenlerini kullanarak, elektromagnetizma ile gravitasyonu birlestirmeye dayaniyordu.
Son zamanlarda ise Kuvantum Gravitasyonu ve birlesimin popiiler teorisi, {izerine uzun
yillar boyunca, ¢ok biiyiikk bir ¢aba harcanmis olan Sicim Teorisidir. Bu teoride,
noktasal tanecikler sicimlerle yer degistirmistir ve evrenin yapi taslarini olustururlar.
Teorinin tutarli olmasi i¢in yasadigimiz uzay-zaman, 10 boyuta ihtiya¢ duyar ancak,
dogay1 dogru sekilde tanimlayip tanimlamadigi hala agik degildir. Sicim Teorisi’nin
dogru olmadig1 ortaya ¢iksa bile, bu teorinin 6ngordiigii ekstra boyutlarin 6nemli bir

role sahip olmast miimkiindiir.

Teorik fizikte, ekstra boyutlarin igin i¢ine katildig1 bir diger alan da kozmolojidir. Hizla
artan gozlemsel teknikler; Kozmik Mikrodalga Fon Isimasi (Cosmic Microwave
Background-CMB), genis olgekli yapilar, Siipernova IA uzaklik Sl¢iimleri ve hafif
elementlerin bollugu gibi bir¢ok kozmolojik data ile uyumlu olacak sekilde kozmolojik
modeller igin yeni arayislara sebep olmustur. Ayrica modellerin evrenin baskin igerigini
olusturan karanlik enerji ve karanlik madde gibi heniiz anlagilmayan olgular1 da
icermesi gerekmektedir. Dolayisiyla Gravitasyon Teorisi bu datalara uyacak sekilde
degistirilebilir ve boylece ekstra boyutlar, bu olasiliklar1 incelemek i¢in ilgi gekici bir

calisma alan1 yaratir.

Eger ekstra boyutlar varsa, mutlaka onlar1 neden goézleyemedigimizi agiklayan bir
mekanizmaya da ihtiyag vardir. Geleneksel olarak, bu durum Klein tarafindan onerildigi
gibi, ekstra boyutun ¢ok kiigiik bir dlgege sikistirilmis olmasi ile agiklanir. Ancak son
yillarda, daha yiiksek boyutlu bir uzay (bulk) i¢ine yatirilmis 4-boyutlu bir zar (brane)

lizerinde yasamaya sinirlandirildigimizi varsayan, alternatif bir zar-evren (Braneworld)
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kavrami ortaya ¢ikmistir. Bu varsayim, ekstra boyutun biiyiik, hatta sonsuz olmasina
imkan verir ve dolayisiyla ekstra boyutun tikizlastirilmasi yaklagimina bir alternatif

getirir.

2.1. KALUZA KLEIN TEORISI

Kaluza, 1921°de, iki yil gecikmeden sonra GRT’yi bes boyutta ele alarak,
elektromagnetizma ile gravitasyonu birlestiren makalesini yayinladi  [35].
Elektromagnetizma ile gravitasyonun birlesimine dair ekstra boyut kullanilarak yapilan
daha onceki bir calisma, Nordstrom tarafindan [36] Einstein’in baslangi¢ gravitasyon

teorisi kapsaminda yayinlanmisti.

4-boyutlu vakum Einstein denklemleri, g =det(g,,) olmak iizere

1
S, =%jd“x\/§R (2.1)

seklindeki Einstein-Hilbert aksiyonundan gikarilabilir. Kaynaksiz Maxwell denklemleri

ise

Sey =—%Id4x\/§FWF‘” (2.2)

aksiyonundan hareketle yazilir. Burada F*" elektromagnetik alan tansoriidiir. Bu iki
aksiyonun toplanmasiyla elektromagnetik alanla birlesmis gravitasyon alani igin

Einstein-Maxwell denklemleri elde edilir. Kaluza ise bunun yerine, aksiyonu
1 .
S=——|d*xdy/gR 2.3
T AL (2.3)

seklinde olan gravitasyonu sadece 5-boyutta diisiinmiistiir. Burada y ekstra boyutun

koordinati ve sapka 5-boyutlu biiyiikliikleri gostermek i¢in kullanilmistir. Kaluza, sonug
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teoriyi ekstra boyuttan bagimsiz kilmak igin, basitce metrik katsayilarinin y den

bagimsiz oldugu “silindirik kosulu” 6ne siirdii ve

G ap
ZHab _ 2.4
S (2.4)

metrigi

0. =¢-1’3(9”V+¢A”A” ¢A“j @5)

oA, ¢

bigiminde kabul etti. A, ; 4-vektdr ve ¢; skaler fonksiyon olmak iizere, bu durumda (2.3)

ifadesi

167:(3I \/_[R"ﬂ: FW_? "wﬂq}j 29

haline gelir. Burada F,, =0,A —0,A, elektromagnetik alan tansorii ve G = G/.[dy dir.

(2.6) ile verilen aksiyon, 4-boyutlu gravitasyonu, elektramagntizma ve kiitlesiz Klein-

Gordon skaler alan1 ¢ ile birlikte tanimlar. Bu skalerin ortaya ¢ikis1 Kaluza’y1 yaniltmis
ve 0 da ¢=1 alarak basit¢e kaldirmistir. (2.6) denklemi kesin olarak gravitasyon arti
elektramagnetizma i¢in Einstein-Maxwell aksiyonudur. Ancak ¢=sabit kosulunun, 5-

boyutlu Einstein denklemleriyle uyumu yalmzca F, =0 ise miimkiindir. Bundan

dolay1, dilaton olarak adlandirilan ¢ skaler alaninin varligimin kabul edilmesi
gerekmektedir. Bugiin fizikte, temel skaler alanlarin varligi konusunda daha rahat bir
tutum sergilenmektedir. Gergekten Higgs skaleri ve inflaton alanlar1i modern pargacik
fizigi ve kozmoloji teorilerini destekler. Yine de, dilaton teoriye ciddi bir engel teskil
eder, c¢iinkii (2.6) aksiyonu aslinda fenomolojik olarak kabul edilemeyen gravitasyonun

skaler—tansor teorisini ifade etmektedir. Dilatona bir V(¢) potansiyeli vererek bu

problemden sakinmak miimkiindiir ancak Kaluza’'nin ‘“elektromagnetizma bos bir
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uzaydaki yalin gravitasyonun sonucu olabilir fikrinin orijinal cazibesi ve giizelligi

kaybolur.

Kaluza’nin 5. boyutun varligin1 kabul eden varsayimina ragmen teorideki higbir fiziksel
niceligin ona bagli olmamasi, teorinin uydurma ve hosa gitmeyen bir teori olarak

goziikmesine sebep olur.

1926’da Klein [37], Sekil 2.1°de gosterildigi gibi ekstra boyutun y yerine y + 2nR ile
eslestirildigi bir silindirle sinirlandirilmis oldugunu ileri slirdii. Bu durum herhangi bir

f(x“,y) niceliginin y’de periyodik olmasi f(x“,y)= f(x*,y+27R) ve dolayisiyla
F(,y) = 3 F ()" @)

seklindeki Fourier a¢iliminin uygulanabilmesi anlamina gelir. Bu durumda, f(x“,y)
fonksiyonu, 1®f =0 dalga denklemini saglayan bir kiitlesiz skaler alan olarak
alinabilir. Buradan f, Fourier modlarinin, m, efektif kiitlesine sahip 4-boyutlu Klein-
Gordon denklemini sagladig: ortaya cikar.

O@f, =m’f

m, = (2.8)

n
" R

n

4-boyutlu yaklagimda f , kiitleli Kaluza-Klein (KK) modlariyla birlikte f._, kiitlesiz

n=0
sifir modu f; 1 igerir. Klein, ekstra boyutun yeteri kadar kiigiik olmas: halinde, KK

modlarmin ¢ok agir olacagimi ve boylece diisiik enerjilerde goriillemeyecegini fark etti.
Bu yiizden sadece y’den bagimsiz olan sifir modu, gozlenebilirdir ve fizik, olmasi

gerektigi gibi 4-boyutlu goziikecektir.

Bilinen parcaciklarin KK modlarinin ¢arpisma deneylerinde heniiz gézlenmemis olmasi,

ekstra boyutun biiyiikliigiine dair bir tist sinir saglarken,

R<O(TeV ™) ~10™"m (2.9)
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ekstra boyutun Planck uzunlugunda (R = I, *107%°m) simirlandirilmis oldugu standart

bilgisi de alt sinir1 verecektir.

Elektromagnetizmanin 5-boyutlu GRT igerdigi ger¢egi, simdi daha agik bir anlam
kazanir: “Elektromagnetizmanin i¢ U(1) ayar invaryansi, Yy’deki kiigiik silindirin
etrafindaki  doniisiimler altinda, yerel koordinatin invaryans kaldigmin bir
gostergesidir”. Bu fikir, ¢ok sayida ekstra boyutun hepsinin birden kii¢iik bir 6lgekte
(topolojik yapisinin silindir olmasi1 gerekmez) sinirlandirildigini diisiinerek, diger ayar
gruplarina genisletilebilir. Boylece Standart Modelin biitiin i¢ ayar simetrilerinin, uzay-
zamanin yerel koordinat invaryanslar1 oldugu anlasilabilir. Malesef teori, gozlenen
biitlin standart model oOzellikleriyle tutarli degildir. Buna ragmen KK Teorisinin
temelleri, 6zellikle ekstra boyutlarin “kiigiik bir 6l¢ege sinirlandirilmis oldugunu ve bu
yiizden onlar1 géremedigimiz” fikrini yayginlastirarak, ekstra boyutlu teoriler icinde

Oonemli bir yer etmektedir.

Kaluza-Klein Modeli ADD Modeli RS 2 Modeli
R e
4-boyut 4-boyut
O
/
- ! cksh—‘a boyut
s Zar
~——————= ckstra boyut ~——— = ckstra boyut Zar

Sekil 2.1: Ekstra boyutlarin ii¢ farkli model i¢in gosterimi.

2.2. ADD ZAR-EVREN MODELI

1998°de, geleneksel yaklasimdaki ekstra boyutun Planck o6l¢egine simirlandirilmasi
fikrinin aksine, ekstra boyutun biiyiik olabilecegine dair yeni bir ilgi ¢ekici model sunan
Arkani-Hamed, Dimopoulos ve Dvali’nin (ADD) [3-5], iddialan ile ekstra boyutlar
teorisi yon degistirdi. Aslinda KK Modelinin bir genellestirmesi olan ADD modeli, n
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tane R biiyiikliigiinde kompakt ekstra boyut icerir. Fakat Standart Model alanlarinin 4-
boyutlu zar {izerine hapsoldugu ve sadece gravitasyonun ekstra boyutlu uzaya (bulka)

yayildigini One siirer.

Evrenimizin bir zara hapsolundugu diisiincesi, ilk basta ¢ok aykir1 bir tesebbiis olarak
goriilebilir fakat Kaluza’nin silindir kogsulundan daha az “ad hoc” degildir. Buna ragmen
gercekte boyle bir hapsolusa sebep olan ¢esitli mekanizmalar vardir. Mesela daha
onceki zar-evren iddiasi, topolojik kusurlar1 (defect) zar1t modellemek icin ve kusur
tizerindeki sifir modlarimin simirlandirilmasina sebep olmasi igin kullanirken, Sicim
Teorisi’nde de, D-zarlar1 kendi hacimleri lizerinde ayar teorilerini sinirlandirir. Yine de
cogu zar-evren modellerinde sinirlandirma bir hipotez olarak kullanilir. Bir zara
hapsolus, otomatik olarak standart model alanlarinda hi¢bir KK modunun olmamasini
saglar. Dolayisiyla (2.9) denkleminden kaginilmis olunur ve ekstra boyut, Newton

kanununun deneysel olarak test edildigi [38, 39]
R ~0.1mm (2.10)
degeri kadar biiyiik olabilir.

ADD modelinini 6ncelikli amaci, hiyerarsi problemine -Planck 6l¢egi (Mpjanck ~ 10%°
GeV) ve elektrozayif dlgek (Me; ~ 10% GeV) arasindaki aciklanamayan biiyiik ayrima-
dair olast bir ¢oziim getirmekti. Zar iizerinde iki test tanecigi arasindaki Newton
potansiyeli ele alindiginda, tanecikler arasindaki mesafenin kii¢iik olmasi1 durumunda

(r{(R), potansiyel yiiksek boyutlu gravitasyon potansiyeli

mm,

M f2-¢—n rn+l

V(I’)z

v TR, (2.11)

rY R oldugunda ise, gravitasyonun ekstra boyuta karsi duyarsiz kaldigi 4-boyutlu

gravitasyon potansiyelidir:

mm, 1

V(r)~
() Mf2+n Rnr

TR, 2.12)
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Burada M,; (4+n)-boyutlu uzay-zamanda gravitasyonun temel kiitle Olgegidir.

Dolayistyla zar tizerindeki bir gézlemci

M, =M, *"R" (2.13)

ile verilen 4-boyutlu efektif Planck kiitlesini dlger. Ekstra boyut ¢ok biiyiik oldugu igin,

zar lizerinde biiyiik degerli Mpjanck ~ 10* GeV Kkiitlesini verecek sekilde, M, temel

ol¢egi, Planck kiitlesinden ¢ok daha kiiciik olmalidir. Aslinda, gravitasyonun Standart
Model kuvvetlerinden daha zayif olmasinin nedeni, diger kuvvetler zar tizerinde
hapsolmusken onun ekstra boyutlara da yayiliyor olmasi seklinde diigtiniiliir. Eger temel
dleegin zayif dlcek mertebesinde oldugu kabul edilirse, Ms ~ Me; ~ 10° GeV, (2.13) ve

(2.10) ifadelerinden n>2 tane ekstra boyut olmasi gerektigi buulunur.

Elbette ki, bu teori hiyerarsi problemini gergekten ¢ozmemektedir, sadece yeniden

formiile eder. Ciinkii artik, M ile iliskili olan 10"® m. uzunluk Slgegine gore R’nin

neden bu kadar biiylik olmasi1 gerektigi acgiklanabilmektedir. Buna ragmen,
gravitasyonun, gozlenen Planck kiitlesinden daha kiigiikk bir temel kiitleye sahip
olabilecegi olasilig, yakin gelecekteki carpisma deneylerinde ekstra boyutlarin
etkilerini gozlemeye imkan verebilecegi i¢in pargacik fizikciler arasinda blyiik bir

heyecan yaratmistir.

2.3. RUNDALL-SUNDRUM ZAR-EVRENLERI

Rundall-Sundrum (RS) modelleri [8,9], ADD modelindeki diiz ekstra boyutun tersine,
bulk geometrisinin egri olabilecegini ve zarin bir gerilime sahip olacagini onerir. Bu
sebeple zar, gravitasyonel bir obje olur ve bulk ile dinamik olarak etkilesir: Bu yaklagim
ise, Rundall-Sundrum Modellerini GRT ac¢isindan daha ilgi ¢ekici kilmaktadir.
Hiyerarsi problemini ¢ézmeye tesebbiis ettikleri ilk Rundall-Sundrum modelinde (RS
1), ekstra boyut sinirhidir. Ancak ikinci makalelerinde (RS 2), ekstra boyut sonsuz olsa
bile 4-boyutlu gravitasyonun zar {izerinde saglanacagii gosterdiler. Bu agidan RS 2

modeli, bulkin egriligi tarafindan gravitasyonun efektif olarak zar tlizerinde lokalize

20



21

olduguna isaret ederek, ilgi ¢ekici bir alternatif sinirlandirma (compactification)
yontemi sunar.
2.3.1. Rundall-Sundrum I (RS 1)

RS 1 modeli, aralarinda anti-de-Sitter uzay1 bulunan o, ve o, gerilimlerine sahip iki
zardan olusur. Ekstra boyut kompakt oldugu icin, uzay-zamanin sinirlarindaki

kosullarin belirlenmesine ihtiya¢ vardir. Zarlarin her iki tarafinda (x“,y) noktalarini

(x*,—y) noktalar1 ile oOzdeslestiren Z, simetrisi varsayilir ve y; 2L uzunlugunda

periyodik alinir. Bu 6zellikler bir Si/Z, orbifold topolojisi, yani bir ¢apa biikiilmiis

dairesel sekli tanimlar. Bu modelde zarlar, uzay-zamanin sinirinda yer alan y =0 ve
y =L noktalarina sabitlenmistir. Z, simetrisi varsayimi, sicim teorisinde zar-evren

modellerinin ingasindan esinlenilmistir. A.; Bulkin Kozmolojik Sabiti olmak lizere

R —% RO, =—As04 (2.14)
seklindeki bulk Einstein denklemleri ¢oziiliir ve AdSs’in egrilik 6l¢egi | cinsinden

Ay =—— (2.15)

ifade edilir. Zarin 4-boyutlu Lorenz invaryansini koruyacak bir metrik kabuliine ihtiyag

vardir.

ds® =a*(y)z,,dx“dx” +dy? (2.16)
metrigi (2.14) bulk alan denklemlerinde kullanarak,

ds® =e "'y, dx“dx” +dy? (2.17)
¢ozlimili ve zarlarin kozmolojik sabitle iliskili, birbirlerine esit biiylikliikte fakat zit

isaretli gerilime sahip oldugu bulunur.
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0,=—0=0 (2.18)
2__2 2
Aq :_% (2.19)
a =
_________...-'""
Y
=0 Y=L

Sekil 2.2: RS 1 Modeli’nde egrilik faktoriiniin davranisi.

Burada G, 5-boyutlu Newton sabitidir. Fiziksel ¢oziimler i¢in A negatif olmalidir ve

bulk AdSs olmak zorundadir. (2.17) deki e " terimi, egrilik (warp) faktorii olarak
adlandirilir.  Egrilik faktorii kabulden dolayr Z, simetrisine sahipken pozitif gerilimli

zardan negatif gerilimli zara dogru eksponansiyel olarak azalir. (Sekil 2.2)

RS 1 modelinin baglica amaci, hiyerarsi problemine bir ¢oziim getirmektir. Negatif
gerilimli zar lizerinde yasadigimiz kabul edilirse, efektif Plank kiitlesi Mp yaklasik

olarak
M, ~e®'"'M °I (2.20)

oOl¢iiliir. Burada M ; 5-boyutlu temel Planck kiitlesidir. Bu sonuca gore, ekstra boyutun

uzunlugunu igeren biiylik bir hiyerarsi tanimlamaksizin, enerji 6l¢ekleri arasinda biiyiik

bir hiyerarsi olugmasina imkan veren sey eksponansiyel egrilik faktoridiir. Eger M, ~

10® GeV alinirsa, gozlenen M, ~ 10'° GeV Kkiitlesinin elde edilmesi icin, L/1~50

olmasina ihtiyag vardir.

22



23

Ancak ayni zamanda bu uzunlugun, “radyon”un (4-boyutta kendini gostermeyen, 5-
boyutlu uzay-zamanin gravitasyon alanindaki pertiirbasyonundan ortaya ¢ikan hipotetik
bir tanecik) sebestlik derecesine tekabiil etmesinden dolayi, bulunan deger kabul
edilebilir bir sonug¢ degildir. Zarlar arast ayrimin, radyonun salinimlarinin olmayacagi
sabit bir degerde olmasi gerekmektedir. Bununla birlikte radyonun stabilizasyon
mekanizmasi tamamen anlagilmis degildir ve kendi i¢inde karmasikliklar1 vardir. Diger
yandan, RS 1 modelinin negatif gerilimli zar ilizerinde yasadigimiz kabulii, zar

tizerindeki gravitasyon teorisi agisindan kabul edilebilir degildir.

2.3.2. Rundall-Sundrum 11 (RS 2)

RS 2 modeli, sonsuz bir ekstra boyut i¢inde yer alan tek bir pozitif gerilimli zar igerir.
Bu model, negatif gerilimli zar1 sonsuza gétiirmek suretiyle , RS 1 modelinden de elde
edilebilir. Model artik hiyerarsi problemine isaret etmese de ekstra boyutlarin
gravitasyonel etkilerini incelemede ilgi ¢ekici bir bakis agis1 saglar. RS 2’deki metrik
RS 1 deki ile aynidir.

ds® =e "'y, dx“dx” +dy? (2.21)

Bu sefer, Z, simetrisi y = 0 da yer almaktadir. Onceki gibi, zarm uzay-zamani 4-boyutlu

diiz Minskowski uzay-zamani olmasini saglayacak sekilde zarin gerilimi,

3
O =
471G,

(2.22)

bi¢ciminde bulk kozmolojik sabiti ile iligkilidir. Ekstra boyut artik sinirsiz oldugu i¢in, 5-
boyutlu gravitonun agir KK modlarimin bir siirekliligi vardir (Yani (2.7) ifadesindeki
Fourier serisi, Fourier integrali olur). Fakat bu KK modlari, 4-boyutlu standart
gravitasyonda oldugu gibi, bulkin egriligi sebebiyle zarin yakinlarina sikistirilmistir.
Gravitasyon sonsuz ekstra boyuta yayilsa bile, 4-boyutlu gravitasyon teorisinin verdigi
sonuglarin zar {izerinde kapsaniyor olmasi1 modelin dikkat ¢ekici bir 6zelligidir ve zar-

evren modelleri lizerine biiyiik bir arastirma alaninin dogmasina sebep olmustur.
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2.4. ZAR-EVREN MODELLERINDE GRAVITASYON VE KOZMOLOJI:

Gravitasyonun tiim alternatif teorilerinin, uygun limitte Newton’un Gravitasyon
Yasas’ni saglamasi gerekmektedir. 4-boyutlu teoride, 1/r* ile orantili gravitasyon
kuvvetinin, 5-boyutlu teoride 1/r® ile orantili olmasini bekleyen zar-evren modelleri,
daha ilk asamada bir giigliikle karsilasir. Bu problemin iistesinden gelmek icin, (2.21)
deki egrilik faktorii onemli bir rol oynar. Aslinda, egrilik faktorl, gravitasyonun
cogunlukla zara paralel yayilmasini saglayarak zarin etrafina sikistirilmasina sebep olur
ve modelin Newton Yasini saglamast miimkiin olur. Bu dikkate deger 6zellik, zar-evren

senaryolarimin fenomolojik yapisi i¢in bir anahtar olusturur.

Elbette 4-boyutlu GRT nin deneysel basarilari, statik bir kaynaktan gelen zayif alanda
yavasg¢a hareket eden test parcaciklari icin Newton Yasasinin elde edilmesi ile saglanir.
Ayrica GRT, 15181in Gilines yakinindan gecerken biikiilmesi, Merkiir’iin perihelinin
ilerlemesi gibi bir¢ok astrofiziksel olaya dair basarili agiklamalar getirmistir. Biitiin bu
etkiler, uzay-zamanin diiz bir uzay-zamandan kiigiik bir miktar pertiirbe edilmis oldugu
kabul edilerek Lineerlestirilmis Genel Rolativite ¢ercevesinde incelenmistir. Benzer
sekilde, zar-evren modelleri g6z Oniine alindiginda; zar-evrenlerin lineerlestirilmis
teorisinin, denklemlerde ekstra boyut yer alacagi i¢in, kiiciik diizeltmelerle GRT’y1

vermesi beklenir.

Ancak biitiin gravitasyonel olaylar zayif alan limitinde incelenemez ve zar iizerindeki
gravitasyonu belirlemek, acikca pertiirbatif olmayan somut bir yaklasim gerektirebilir.
Shromizu, Maeda ve Sasaki [10] tarafindan, 5-boyutlu Einstein Alan Denklemleri, zar
tizerine izdistirilmek suretiyle 4-boyutlu Efektif Einstein Alan Denklemleri elde
edilmistir. Cikarilist Kisim 3.5’de gosterilmis olan bu denklemler, geleneksel Einstein
Alan Denklemlerine benzemekle birlikte, bulkin gravitasyonel etkilerini ifade eden

diizeltme terimleri de icermektekdir.

4-boyutlu uzay-zamanda gozlemsel kozmolojiyi en iyi tasvir eden Friedmann Robertson
Walker (FRW) modelinin, zar-evren genellestirilmesi incelendiginde dikkat cekici

sonuglara varilir. a(t); 6lgek garpani, y;; k=+1,0,-1 uzaysal egrilige sahip simetrik 3-lii

metrigi gostermek iizere, homojen ve izotropik metrik
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ds? = —dt? +a? (t), dx'dx’ (2.23)

alinir ve evrenin enerji-madde icerigi, p basin¢cl ve p yogunluklu milkemmel akiskan

kabul edilirse
Tyv = (p+ p)uyuv + pqu (2'24)

Friedmann denkleminin zar-evren modelleri igin genellestirmesi

H2 =

& 816, k A, 816G, , C
4 _ LY B 7 i 2.25
a’ 3 P a® 3 3ap a’ (225)

olarak bulunur. [11]. Burada nokta zamana gore tiirevi gostermektedir ve C de

integrasyon sabitidir. Enerji-momentum korunumundan
p+3H(p+p)=0 (2.26)

elde edilir. (2.25)’in ilk {i¢ terimi standart 4-boyutlu Friedmann denkleminin terimleri

ile aymdir. Dordiincii terim, diisiik enerjilerde ( p <o) ihmal edilebilir olan, yiiksek

enerji diizeltme terimidir. Yiiksek enerjilerde baskin hale gelen bu terim evrenin
alisilmisin disinda bir bicimde genislemesine sebep olur. Boyle bir genisleme fazinin,

evrenin niikleosentez asamasindan 6nce oldugu diisiintiliir ve

o> (1MeV)* (2.26)

siirlamasina yol agar.

(2.25)’in son terimi, bulkin Weyl tansoriiniin elektrik kismi olarak tanimlanan ¢, ’den

tiireyen “karanlik radyasyon” terimidir ve bu terim, niikleosentez doneminde ilave

serbestlik dereceleri tarafindan sinrlanir.
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Yukaridaki ¢ikarim, zarin y = 0 noktasinda sabitlenmis oldugu ve metrigin kozmolojik
olarak (2.25) bagintis1 uyarinca zamanla evrimlestigi Gaussal Koordinat (GN) sistemi
icin yapilmistir. Bu sistem, en azindan yerel olarak hi¢ bir fiziksel siirlamaya yol
agmaz ve zar lUzerindeki kozmolojiyi tanimlamak i¢in ¢ok elverislidir. Fakat GN
sistemindeki “zara-dayali” yaklagimda bulk uzay-zamaninin dogasi fazla agik degildir.
Buna alternatif olarak zarin 6zel bir bulk uzay-zamani icinde hareket ettigi, “bulka-
dayali” yaklasimi diisiinmek miimkiindiir. Genel bulk uzay-zamani 5-boyutlu vakum
Einstein denklemlerini saglar ve bir FRW zar-evreni bulkta Scwarzchild-AdS modeline
kars1 diiser. Yani yiiksek boyutlara genellestirilmis Birkhoff teoremi [34] agisindan
bakildiginda FRW evreni, ayrica statik bir evrendir. Zar; uzay-zamanin iki kopyasi
arasinda keyfi bir sinir olarak alinirsa, Gauss-Codazzi Denklemleri ve Israel
Bagdastirma Kosullari, zarin enerji-momentumunu yoriingesine baglar. Bu cercevede

a(t) zarin radyal degisimini ifade eder ve zarin bulk iizerindeki hareketinden dolay1

zarin kozmolojik evrimini veren efektif Friedmann denklemi (2.25) yeniden elde edilir
[34, 29]. Dolaysiyla bu iki yaklagim tamamen esittir ve belli bir koordinat doniistiimii ile
esdegerliligi gosterilebilir [33,34]. Bulka-dayali yaklasimda, (2.25) ifadesindeki C
integrasyon sabiti, bulk kara deliginin kiitlesi olarak yorumlanir. Eger bu terim kalkarsa,

bulk uzay-zamani tamamen AdS uzay-zamani olacaktir.

(2.25) ifadesinden, standart kozmolojik evrimin, zar iizerinde diisiikk enerjilerde ve geg
zamanlarda tekrar saglandig1 anlagilir. Ancak, yasadigimiz evren tamamen izotropik ve
homojen degildir. Ashida giiniimiizdeki kozmolojik arastirmalarin ¢ogu, evrenin
yapisinin dogru sekilde anlasilip modellenmesi iizerine yogunlagmistir. Bu yiizden,
ekstra boyutlar i¢in yol gosterebilecek gozlemsel bulgulara isaret etmesi agisindan zar-

evren modellerinin incelenmesi dnemlidir.
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3.MALZEME VE YONTEM

3.1. BES-BOYUTLU UZAY-ZAMANDA ALAN DENKLEMLERiIi VE
GEOMETRIK BUYUKLUKLER

Zar-evren modellerinde madde alanlari, bes-boyutlu uzay-zamana (bulk) yatirilmig tig-
boyutlu bir zar hiperyiizeyi ile temsil edilmektedir. Bu zar, bizim dort-boyutlu
evrenimizi tasvir eder. Genel halde ekstra boyut sayist birden fazla olabilir ve
evrenimiz, d (d>1) ile gosterilmek tizere, n=1+3+d boyutlu bir uzay-zamana yatirilmis
bir zar olabilir. Bu ¢alismada dncelikle bes boyutlu uzay-zamani géz oniine alinacaktir.
Buna gore, indis kabulii sdyle olacaktir:

AB,C,...=0,1,2,3,4

uv,p,..=0123

ij.k,... =1,2,3

«(5)5

Bes-boyutlu biiyiikliikler sol iist kdsesine yazilan rakamu ile, zara ait dort-boyutlu

“(4),3

biiyiikliikler ise rakami ile gosterilmistir: (*)g 5 , (Hg v gibi. Bes-boyutlu uzay-

zamanin metriginin imzas1 (-1,1,1,1,1) kabul edilmistir.
Bes boyutlu uzay-zamanin metrigi
O dspu="g ,z dR dX (3.1)

ve bes-boyutlu Einstein alan denklemleri

1
(S)GAB=(5)RAB _E(S)QAB(S)R = _AS(S)gAB +K52(5)TAB (3.2)

seklindedir. Burada, ®’R,; ve (®)R, sirasiyla, bes-boyutlu uzay-zamanin Ricci
Tansorii ile Ricci Skaler Egriligi; (°)G g, Einstein Tansorii ve ()T 5 *de toplam enerji-
momentum tansoriinii gostermektedir. x5 1se bes-boyutlu gravitasyonel kuplaj sabiti

olup bes-boyutlu Gg; Newton Sabiti ve bes-boyutlu M indirgenmis Planck kiitlesi ile

K =81Gs = M° (3.3)
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bagmtisiyla iliskilidir.

Bulk’in Riemann Egrilik Tansoriiniin (i¢ egrilik) metrik tiirevleri cinsinden ifadesi
(GIRApcp = acFABD — aDFABC +TEpplMec —TEacleD (3.4)

seklindedir ve °'R 55 ile ®)R de bunun

R, e=9P *Repps => 'R acs (3.5)

(SR=(5)g"B (SR, —(5RA, (3.6)

bagintilariyla tamml izleridir. T'*gc biiyiikliikleri bulk geometrisinin bagint: katsayilari

(Christoffel Sembolleri) olup

1
Iec ZE(S)QAD(GB(S)QCD +06c®ggp _aD(S)gBC) (3.7)

ifadesiyle tanimlanmustir. °)g*®ise,

AC (5)

®g Jecs =5"s (3.8)

ile tanimlanan (®)g ag hin tersidir. Bes-boyutlu Riemann egrilik tansoriiniin 6zellikleri

dort-boyuttaki ile benzerdir. Bes-boyutlu Riemann egrilik tansorii
(S)VA(S)VBXC_(S)VB(S)VAXC:(S)RABCDXD (3.9)

bagmntistyla tanimlanir. Bu bagitiya Ricci Ozdesligi denir. Burada (®)v A bes-boyutlu

uzayda kovaryant tiirevi gostermektedir. Riemann Egrilik Tansorii bu diferansiyel

0zdeslikten baska
(S)RABCD :(5)R[AB][CD]=(5)RCDAB (3.10)
®R,rscn; =0 (3.11)
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cebirsel 6zdesliklerini ve de

(S)V[A(5)RBC]DE =0 (3.12)

diferansiyel 6zdesligini saglar. (3.11)’e Birinci Bianchi Ozdesligi; (3.12) ye de ikinci

Bianchi Ozdesligi denir. Bu sonuncunun bir kere biiziilmesi

5y, RAgep :Z(S)V[C(S)RD]B (3.13)
ve bir kere daha biiziilmesi

(5)y R = 25)y, (BIRA, (3.14)
0zdesliklerini verir. Bu son bagint1 Einstein denklemlerinde kullanilirsa

Sy, (51748 _ (3.15)

enerji-momentum korunum kanunu elde edilmis olur. (3.2)’de gosterilen alan
denklemleri alternatif olarak soyle de yazilabilir: (3.2)’den biizme islemiyle elde

edilebilecek

(5>R:%A5_§K§(5)T (3.16)

Ricci Skaler Egriligi tekrar (3.2)’ye yerlestirilirse

2 1
(S)RAB = EAS(S)gAB +K52((5)TAB _E(S)QAB(B)TJ (3.17)

elde edilir.

IR ag i€ ()R, Riemann Egrilik Tansériiniin sifir olmayan iki izidir ve bunlar tiiretme

yoluyla Riemann Egrilik Tansoriinden dogrudan dogruya bulunabilirler. Ancak, tersten
giderek Riemann Tansorii insa edilemez, Riemann Tansoriiniin izsiz kismi1 olan Weyl

Tansoriinilin de bilinmesi gerekir.
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1
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
( )RABCD:( )CABCD +§[( )RAC( )gBD_( )RAD( )ch"‘( )RBD( )gAC_( )RBC gAD]

1
—5(5)R((5)9AcSQBD—SgADsgBC)

(3.18)

bagintist uyarinca, ()Rjgep, aynt zamanda izsiz kisim olan (*)C,gqp ’ye baghdir,

5)C ugcp "ye Weyl Tansérii denir ve tanimundan dolayr Riemann Egrilik Tansriiniin

sagladig ayni simetri 6zelliklerini tasir:

5 5 5
( )CABCD:( )C[AB][CD]:( )CCDAB (3.19)

(S)CA[BCD] =0 (3.20)
ve ayrica tiim indislere gore izsizdir:
G)CAeap =0 ve P)C"Bpg =0 (3.21)

(3.18) denkleminden Weyl tansorii ¢ekilerek hesaplanabilir. (3.18) bagintisi, Riemann
Egriligine iki tiirlii katkinin bulundugunu sdylemektedir. Birincisi: (*'R ag V€ )R >den

ileri gelen katkilar ki, bunu, (3.17)’den anlasilacag1 {iizere, yerel kaynaklar
saglamaktadir. Ikincisi ise Weyl Tansoriinden ileri gelen katkidir ki; buna da, yerel
olmayan kaynaklar (gravitasyon dalgalari, gelgit kuvvetleri) yol agmaktadir.
Weyl tansoriiniin hesaplanmasinda kullanilabilecek diger denklemler su sekilde elde
edilebilir. (3.18) denkleminden Weyl tansoriinii ¢ekip her iki tarafin diverjansinin
alindiginda, (3.12) ve (3.13)’ i de kullanarak

4 1

elde ederiz. Bu ifadeye (3.16) ve (3.17)’yi yerlestirirsek

4 1
Gy, e :§(5>v[c<5>TD]B +g(5)gB[C(5)VD] T (3.23)
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bulunur. Buna, bes-boyutlu Weyl Tansoriiniin hareket denklemi goziiyle bakilabilir.

3.2 BULKTA VE ZAR UZERINDE KOORDINAT TABANLARI

Bes-boyutlu bulk uzay-zamanin koordinatlarini
A ={20,%8,22, 88,84 = .8 9,2,W}, A=0,1,2,3,4 (3.24)

biciminde alalim. Burada f, zaman koordinatini, %,y ve 2 uzaysal koordinatlar1 ve W

de ekstra boyutu gostermektedir. Bulktaki bu koordinat sisteminin taban vektorlerini

(koordinatsal taban vektorleri)
0
ey =0,=—x=0(0;,04,04,0,,0) (3.25)
oX
bi¢giminde ve bu tabanin
dR*(0g) = 04 (3.26)
diialite bagintistyla tanimlanan koordinatsal 1-form tabanini da
o =d&”* = (df,dg, dy, dz, dw) (3.27)

ile gosterelim.Bu taktirde ,{aA,dkA} koordinatsal taban sisteminde, bulk uzay-zaman

metrigi

®ds? =g 4 (x)dR dR" (3.28)
ya da

()95 =€ne5 =008 (3.29)

olacaktir. (®)g 55’ nin tersi de

GIgheB)g . =5 (3.30)
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ile tanimlanacaktir. Simdi, secilen {)?A} koordinatlarinda, F bilinmeyen keyfi bir

fonksiyon olmak tizere
F(X)=0 (3.31)

denklemiyle bir X hiperylizeyi tanimlayalim. (1+3)-boyutlu zar diyecegimiz bu
hiperylizey lizerinde

x”:{xo,xl,xz,x3}:{r,x,y,z} , 4£=0123 (3.32)

biciminde gosterecegimiz bir yerel koordinat sistemi se¢elim. Bunun koordinatsal taban

vektorleri
—0,= —(6..0,.0,0,) 3.33
ey= ,u=ﬁ_ 1 UxVyly ( )
Ve,
dx“(8, )= 5* (3.34)

diialite bagintisiyla tanimlanan koordinatsal taban 1- formlar1 da
" = dx* = (dz,dx,dy.dz) (3.35)

ile gosterilecektir.

JM,@AB
Eﬁgﬂ-\-’

Sekil 3.1: M bulk uzay-zamani igine yatirtlmis X hiperyiizeyi ile gosterilen zar.

{8 40 ax” } zar uzay-zaman tabaninda (Hg v 1le gosterilecek zar metrigi
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WdsZ, =Yg, dx*dx” (3.36)
ya da

g, =e,8,=0,0, (3.37)
ve tersi de

(Wgralilg, =ot (3.38)

ile tamimlanacaktir. Zar’in geometrisi, genel olarak, bulk uzay-zamanina ¢’yatirilmasi’’

yoluyla tanimlanabilir:

22 = %A (%) (3.39)

denklemlerine zarin yatirilma denklemleri ya da parametrik denklemleri denir. Boyle bir
yatirilma, zar ile bulk uzay-zamanlarinin tabanlar1 arasinda su asagidaki bagintilara yol

acar:

I S

Pt s 0,=e,(X)0, < e, =ehe, (3.40)
Burada, tanim olarak
A 8XA
e/l(X):ax—ﬂ (341)

dir. Ote yandan (3.39)’daki yatirma bagntisi

B "
ox*

dg” dx* < dtf =ef(dx* o o =e 0" (3.42)

bagintisina da yol acar. (3.42)’yi kullanarak, (3.28) bagintist

o™ ox®
ox* ox"

G2 )
dsbulk_ gAB

dx*dx"” (3.43)

yazilabildiginden, buradan, zar iizerinde indiiklenmis metrik
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ox™ ox®
“9,,="0 o a7:e;’§(x)e§‘(x)‘5)gAB (3.44)
olur. Simdi ,
en="g,08 o e =g, (3.45)

tanimlayalim. Bu, zara dayali koordinatsal taban vektorlerinin bulk bilesenlerinin
indislerinin g5 ve g metrikleriyle indirilip kaldirilacagi anlamma

gelmektedir. Benzer bigimde:
e =gt o eh="g, e" (3.46)

olup, bu da, zarin koordinatsal taban vektorlerinin tetrad indislerinin (taban vektorlerini

(4)9

adlandiran) indirilip kaldirilmasinin ve Dg#¥ ile olacagmi ifade etmektedir.

§72%

(3.45)’1n ilk ifadesinde (3.46)’nin ilk ifadesini kullanarak

eK:(S)gABeEM)gW (3.47)

yazabiliriz. Simdi , (3.44) bagmntisini ele alalim. Her iki taraf (“)g#" ile carpilip o

tizerinden toplam yapilirsa
5 B(4 4 4
( )gABe ( )gav ( )gﬂa( )gav
Ay (4
ene g ="
eher =58", (3.48)

elde edilir ki buna “Tamlik Bagintis1” denir. Simdi, yine denklem (3.44)’e donelim ve

tamlik bagintisin1 da kullanarak bunu

5 A B_(4
( )gABe,uev = )gaﬁ§a5ﬂ
—(4
=g ,(eqen )(eles)

:((4)gaﬁef{egkeﬁe5
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bi¢iminde yazalim. Buradan

((S)QAB_M)gﬂﬂeXe@)eﬁeE =0 (3.49)
elde edilir. e ﬁ ’ler keyfi oldugundan bu baginti, 4 € IR keyfi bir ¢arpan ve y,g ‘de

Zas€hes =0 («=> zne Le,) (3.50)
kosulunu saglayan bir tansor olmak lizere,

(5)gAB:(4)gaﬂeKe'g + A% ng (3.51)
bagintisina yol agar.

Mg =g, (6=71) (3.52)
bi¢iminde secerek (3.51) bagintist

(5)gABz(4)gaﬂeXeg +&NaNg (3.53)

bicimine girer. Ya da

(4)gAB =‘4’gaﬁei{e§ (3.54)
yazilirsa
(S)QAB:(4)gAB +enpng (3.55)

ve buna esdeger olarak da
g s=""g5 — NNy (3.56)
elde edilir. (3.52) sec¢imi, (3.50)’den dolay1

ne’ =0 (3.57)
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yani, n, vektoriiniin e,’lere ve dolayisiyla da zara dik bir vektdr oldugu anlamina

gelmektedir. Bu vektorii & = +1 olmak tizere
nn, =¢ (3.58)

bigiminde normlarsak, n,, zar hiperyiizeyinin birim normal vektorii olur. & =+1 se¢imi

normalin uzay cinsinden (bu taktirde zar zaman cinsinden olur); &=-1 se¢imi ise
normalin zaman cinsinden (bu taktirde zar uzay cinsinden olur) olmasi anlamina gelir.
Biz bundan bdyle € = +1 segecegiz. Yani, birim normal uzay cinsinden; zar da zaman

cinsinden olacaktir.

(3.55) bagntisi, (®)g,; bulk uzay-zaman metriginin, verilmis bir ayricalikli vektor

alanina gore (ki burada s6z konusu olan na dir) biri normal dogrultusunda digeri de
normale dik dogrultuda (zar lizerinde) iki kisma ayristirilabilecegini gostermektedir.

(3.55)’den ya da (3.56)’dan, beklenildigi gibi
ggn® =0 (3.59)

yani normalin zar ylizeylerine izdiisiimii sifir olur. Buradan da sezinlenilecegi gibi
(3.56) ile tanimlanms (*)g ag metrigi, bulk biiyiikliiklerini zar iizerine izdiisiirme islevi

gormektedir. Cogu kere
=90 . h,=g,, (3.60)

yazilis1 da kullanilan bu tansére Izdiisiirme Tansorii denir. (3.56) bagintisini bu tansori
bulk koordinatlarinda ifade eder. Tamlik Bagntis1 kullanilarak (3.55)’den, ®)g Ag NIN

tersi i¢in
(S)gAB:(4)gAB P (3.61)
yazilabilir. Burada, () g”® | (3.54)’den hareketle

Wgre=guvefie®  veya h"® =h*"efe] (3.62)
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dir. Yukaridaki ifadelerden kolayca, izdiisiirme tansoriiniin

has =hasy + haen®=0 , h*a=4  hchg®=h" (3.63)

bagintilarinin sagladig gosterilebilir.

3.3 DONUSUM OZELLIKLERI

(3.44)’de gosterilen
g, =en(x)e)(x) Vg5 (3.64)

bagmtisin1 géz Oniine alalim. Zar koordinatlarinin  x* — X* doniistimii altinda

(dontigmiis buyiikliikler ¢izgili olarak gosterilmek {izere)

A O™ RN oxY x4
e = = = e
SRS G, Ss) GG) Gl

(3.65)

olur. Bu, evA ’lerin (e, taban vektorlerinin) kovaryant vektor gibi doniistiikleri anlamina

gelmektedir. Bu 6zelligi kullanarak

4) = =AzB (5
( )g,uv =e,uev ( )gAB

ox“ A 6Xﬂ B |(5)
= e’ | —e 3.66
{ax# “}(ax” ﬁJ Ire (360)

_ ox“ Gxﬁ (4)
ox“ox”

elde edilir ki, bu da, (4)9 W’lerin 2. mertebeden bir kovaryant tansor olarak

doniistiiglinii gosterir.

Simdi, bulk koordinatlarinda X* — %A doniistimiinii géz Oniline alalim. Bu doniisiim

altinda

37



38

I S G G T
e = = = e

A oxB axt oxB M (367)

olur ki, bu da eﬁ’lerin (e/lerin bilesenlerinin) bir kontravaryant vektdr gibi

doniistiiklerini gosterir. Buradan hareketle

4 =A,B(5
( )g,uv:eyev( )gAB

_ aerC axBeD axEﬁxF(S)g
xS )\ axP " \exAox® TTT

Ec F.C.D(5
=dc Op eyev( )gEF

g, (3.68)

elde edilir ki, bu, (g, 'nin bir skaler gibi doniistiigiinii, yani bulk koordinat

doniisiimleri altinda invaryant kaldigini gosterir.

3.4. GAUSSAL NORMAL KOORDINATLAR

n boyutlu uzay-zamanda, (n-1) boyutlu ¥ hiper yiizeyi iizerinde yer alan her bir P
noktasidan gegen tanjant vektdrii n* olan bir jeodezik diisiinelim. X nin bir bolgesi
tizerinde koordinatlari (Xg, ...., xn-1) ile ve PeX noktasindan ¢ikan jeodezik boyunca,
‘nin komsulugundaki noktay:r da w ile isimlendirelim. Yeni (Xi, ...., xn.1, W) koordinat

seti, ayrica hiperylizeye dik koordinatlar olarak bilinen Gaussal Normal Koordinatlari

tanimlar. n,dx" = dw olmak iizere metrik,
ds® = g, (AR dR® =g, dx“dx” +dw’ (3.69)

formundadir. GN koordinat sisteminde hiperyiizey, genellikten hi¢ birsey kaybetmeden
w = 0 noktasinda secilebilir. ¥’dan ¢ikan jeodezikler, sonunda kesilse yada tekillige

diisse bile, GN koordinatlarinin komsulugundaki bolgelerde gecerlidir.
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3.5. ZARA-DAYALI VE BULKA-DAYALI YAKLASIM

Zara-dayali ve bulka-dayali yaklasimin, bir koordinat doniisiimii araciligiyla
esdegerliliginin gosterildigi ¢alismada [33], ele aliman ydntemi incelemek, bu
yaklasimin genellestirmesini yapabilmemiz i¢in gereklidir. Asagida, s6z konusu

makalede yer alan hesaplar, yeniden yapilarak daha ayrintili bir bigimde sunulmustur.

Oncelikle Scz-Ads metrigi

2

ds? = — f (y)dT 2 + yZ[ dr

£ 12402 +r2sin 0 dg? |+ —— dy? (3.70)
1—kr?

f(y)

olarak tanimlidir. Burada ekstra koordinat y ile gosterilmistir. Bulkin vakum alan

denklemleri ¢oziilerek f(y) fonksiyonu

2
f(y)=k+i/—2—i 3.71)

y2
oldugu bulunur. (Bu f(y) fonksiyonunun ¢ikarilisi Ek A da gosterilmistir.) Burada y ;
bir sabit ve I* =A/6 dir. k= +1,0,-1 degerleri igin metrigin iig-boyutlu uzaysal kisminin
geometrisinin sirasiyla, kiire, diizlem ve hiperboloid oldugunu ifade eder. Bu uzay-

zamanda zarin yoriingesi y = Y(T) ile verilir. Z; simetrisi varsayarak, Israel Bagdastirma

kosulundan [44] zar tizerinde Friedmann denklemi:

\2 4

a 872G Kk A, &K 2 U
— | =—=——pg——S+—+2p +
(aj 3 787273 T 36 a’

seklindedir. Burada pg; bulkin enerji yogunlugu, p,; ise zarin enerji yogunlugudur.

(Bu denklemin c¢ikarilisi Ek B’de gdsterilmistir).

Simdi koordinat doniisiimii amaciyla, y = Y(T) hiperyiizeyi ile dik olarak kesisen
jeodezikleri diistinelim. y = Y(T) yiizeyinin zamansal tiirden olmasi i¢in bu jeodezikler
uzaysal tipte ve sifir X' bilesenlerine sahiptir. Killing vektorleri jeodezik boyunca

hareketle ilgili sabitleri belirlemek igin kullanilir. Jodezige tanjant olan u*’mn, Killing
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vektoriiyle carpimi jeodezik boyunca sabittir. Bu yiizden bulk uzay-zamaninda &*

Killing vektorlerinin varligi sebebiyle, bir jeodezigin birim tanjant vektorii

0,0U"E® = —E (3.72)

ifadelerini saglamalidir. Burada E integrasyon sabitidir. Bu ifadeler kullamilarak u®

vektoru

E
URD, =——— 01 =4/ f E%o 3.74

elde edilir. Burada u' ler sifir varsayilmistir ¢iinki, tanjanti X' bilesenine sahip olmayan
jeodeziklerle ilgileniyoruz. Jeodezigin yoriingesi, w afin parametre olmak {izere
A
O _ (3.75)
dw
ile verilir. (3.74) ifadesini kullanarak ve f(y) yi yerine yazarak (3.75) denklemini y-

bileseni i¢in integre edersek,

+
2y% +12(E2 +K) = /4121 + 14 (E2 + k)2 cosh(%} (3.76)

bulunur. Burada wo bir sabittir. Bu ifade 41?4 +1%(E?+k)*>0 halinin ¢oziimiidiir.
A% +1*(E? +k)?<0 ve 41%u+1*(E? +k)?=0 halleri igin ¢oziim farkli olmakla birlikte,
daha sonra elde edilecek olan metrigin son formu, biitiin durumlar i¢in geneldir. Bu
yiizden sadece bu hal igin hesaplar ilerletecegiz. Simdi E ve wp sabitlerini belirlemek
tizere zarin ekstra koordinat ilizerinde bulundugu noktanin, orijin olarak kabul edildigi
koordinat sistemine gecelim. Bu sistemde ekstra koordinat artik, noktadan gecen
jeodesigin afin parametresi olan w ile temsil edilecektir. T=T, aninda jeodezik y = Y(T)
hiperyiizeyi ile dik olarak kesisir. Ve bu anda ayrica zar {izerinde w=0 olacaktir.
Bunlarin yardimiyla, (3.72) ve (3.76) bagintilarindan E ve wq sabitlerini bulabiliriz.
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u”ocg”o,[y-Y(M)] , T=Toda y=Y(Tp) (3.77)

2Y2(Ty) +12(E2 +K) = /4125 + 14 (E2 +K)? cosh(%) (3.78)

(3.76) ifadesinin yardimiyla (3.77) denklemi ¢oziilebilir ve (3.78) den ise wy sabiti

cekilebilir. Boylece E ve wy

Y (7o)l 276
F20Y ()] -Y 2 (Ty) e

E= E(ro) = iY’(ro)\/

| ] 2v2mg) +12[E2 (1) +K]
Wozwo(l'o):zcosh 1{ \/4I20y+l4(E2+0k)2 (3.80)

(To, W, X)) bir koordinat sistemi olarak diistiniilebilir. Simdi y = Y(T) hiperyiizeyi

izerinde 6z zamani temsil eden yeni bir koordinat olarak “t” segelim. (To, W, Xi)

koordinatlarinin bu 6z zamana goére doniisiim katsayilari

(2] ] g -
"M x| Fla)]+a2(t) W )1

olur. Burada parantezin sag altindaki koordinatlar, hangi koordinat sistemine gore

doniistim yapildigini ifade eder. a(t) =Y[T,(t)] dir. a(t) fonksiyonu ; y = Y(T) veya
w=0 ile temsil eden hiperylizey lizerinde taniml1 oldugu gibi, biitiin koordinat ydriingesi

tizerinde de tamimlidir. Clnkii hem t hem de T, jeodezik boyunca sabittir. Bu
koordinatta (3.79) ifadesindeki E(To) basit bir forma sahiptir.

E(T,) = +a(t) (3.82)

Burada nokta (6/at),, ,: tiirevini temsil eder. Simdi (3.82) ve (3.80) ifadelerini (3.78)’e

yerlestirirsek, baslangictaki y koordinatini, yeni koordinatlar cinsinden (t,W,Xi) elde

ederiz.

y? = p(t,w)a’(t) (3.83)
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H(t) = % (3.84)

olarak tanimlanmak iizere ¢(t,w) fonksiyonu

o(t,w) = Cosh(%j + %(H 24 ;—ZJ{cosh(%j —1}

+ 1+12(H2 +ka2 - sinh(%)

(3.85)

seklindedir. Simdi yeni koordinat sisteminin gergekten bir GN koordinat sistemi

oldugunu gosterelim. (3.75) bagintisini
dw = g ,gu”dx® (3.86)

bi¢giminde oldugunu hatirlayarak, w ile eski (T.y,X") koordinatlar1 arasindaki doniisiim

katsayilarini hesaplayabiliriz. Bu ifadeyi her bir koordinat i¢in yazarak

w_[ow)
er _(GT}M =+a(t) ,

Wz(@J _ Nfm+atw)
T.X

3.87
oy f(y) (487

eﬂz[@ij =0
X' 1.y

bulunur. integre edilebilirlik kosulu ddw = 0 olmasindan dolay1,

dw:(@j dT +(@J dy+(@) i (3.88)
T y.x oy T ox' Ty

esitliginde ((;_QV\I/) =0 olacag i¢in, tekrar tam diferansiyelini alip integre edince
X T,y

ow ow
— dT = — d 3.89
(a-l-)y,xi (W]T,Xi d ( )
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bulunur. Burada integral sonucunda ortaya c¢ikan integrasyon sabiti sifir kabul

edilmistir. Buradan (3.87) esitliklerini de kullanarak,

(2)./RL3)./3,

JE(y)+a’

-7 _ (3.91)
f(y)a
Diger yandan (3.74) deki tanjant vektorlerinin bilesenleri
ow t,x' ow To. X' (y)
o {ﬂj :(ﬂ] =+ f(y)+22(0) (3.93)
ow t,x ow Ty X!

yazilabilir. Bu ifadeler araciligiyla, (3.91) in tersi

) 18] L/,

+ Ty fa(y) e’ (3.95)

bulunur. Biitiin bu islemler sonucunda baglangictaki (T,y,xi ) koordinatlarindan (t,W,Xi )
koordinatlarina gecisi saglayan doniisiim katsayilarini belirlemis oluyoruz. Bunlar1 toplu

bicimde yazacak olursak,

a()
n *r—
| e e ) ™ TR
(TyxX)—>(twx') : e el e |=n, *f(y)+a*t) 0 (3.96)
e e exxii 0 0 1
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11 21
- - Sy S n f()r/])+az(t) O
(twx') > (Tyx) :le, e, €., |=lxat) +X—==""22 0 (3.97)
wT wy WX f(y)
Cor Gy By 0 0 1

Bu matrislerde njj ile gosterilen bilesenlerinin degerlerini tek basimna belirleyemiyoruz.

Ancak iki bilinmeyenin oranlarini (3.91) ve (3.95) de belirlemis olduk. Yani

_Vf(y)+a’

etT /ety = nll/n21 =+ f (y)a

e; /e: _ n11/n21 _F f(y)/ fa(Y) +a?

(3.98)

Biitiin bu bilinenler, (tw,x' ) koordinat sistemindeki metrigi insa etmeye yeterlidir.

Simdi metrigi hesaplayalim. (3.70) metriginde T=T(t,w) , y=y(t,w) doniisiimi yapalim.

dT = (ﬂJdt + (ﬁjdw =g/ dt+e),dw (3.99)
ot oW
dy = (@jdt + (ﬂjdw =e¢’dt+e)dw (3.100)
ot ow

ifadelerini (3.70) de yazinca,

2 2 2 2
ds? =—{f(%—] —%(%j }dt2+y2dx‘2+{— f(%j +%(%’j }dw2 (3.101)

NEi 32
Burada (3.95) deki ifadeyi kullanarak (%—j=$%[%j yazilabilir. Diger
y)a

parantezdeki (ﬁj ile (ﬂj terimlerinin Kkarsiliklar1 (3.96) matrisinden yerine
ow ow
konulursa,
1(oyY -
ds® =_¥(Ej dt? + y?(dx')® + dw’ (3.102)
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haline gelir. Burada (3.83) esitliginden (0y/6t) terimi hesaplanabilir ve y* de yerine

yazilabilir. Son olarak bunlart hesaplayalim. (3.83) in t’ye gore tiirevini alinca,

Jo(oyy 1,
_(Ej_wﬁgo (3.103)

a

bulunur. Esitligin sag tarafina ¥ dersek,

2
a—lz[%j =\P7f (3.104)

olacaktir. Burada ¥ ,

|2 2 1 -2

2 _ 1+~ (2H“+H+ka™)

Y= cosh[ﬂj +|—(H 2+ H ){cosh(ﬂj—l} 2 sinh(ﬂj
21) 2 2l JL+12(H? +ka? - ™

(3.105)
(3.102) metrigini tekrar diizenlersek,
2 -
ds? =— X W) g2 o wya? (dxiZ + dw? (3.106)
o(t,w)

haline gelir. Sonugta bulunan metrik GN koordinatlarda yazilmis metrik formundadir.
Boylece bulka-dayali yaklagimin, zara-dayali yaklasim ile bir koordinat doniisiimii

araciligiyla birbirine doniisen, esdeger yontemler oldugu goriiliir.

3.8. ZARA-DAYALI VE BULKA-DAYALI YAKLASIM iICIN ASIMPTOTIK
ANALIZ:

(3.70) metriginin tekillik noktalar1 y = 0, y=oo ve f(y) fonksiyonunu sifir yapan y =y
degerleridir. Konformal diyagram (3.70) metriginde f(y)= 0 yapan yn degerleri

2
v, ='E( k2 + 41724 —K) (3.107)
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olarak hesaplanir. y =y i¢in gozlemci olay ufkuna sahiptir.

(3.76) denklemi Sch-Ads metriginin y koordinati ile GN metriginin W koordinati

C g g . TWHW, ...
arasindaki iligskiyi vermektedir. Bu denklemde COSh(TOJ teriminin katsayisinin

pozitif, negatif veya sifir olmasina gore iliski farklilasacaktir. Oncelikle
(H?a? +k)?> +4172u>0 (3.108)

kosulunun saglandigini diisiinelim. k = +1,0 icin p > 0 ve k = —1 i¢in p > -1%/2 idi. Bu

durumda kosul k=+1 i¢in ve k=0 i¢in otomatik olarak saglanir. Boylece w—o iken
y% = p(t, w)a’ (t) >oo (3.109)

olacaktir. Ayrica bir W > 0 degeri i¢in y’nin bir minumum degeri mevcuttur.

y? = p(t, W)a’ (t) > Yimin* (3.110)
Burada
2
Ynin = IE[J(H ?a® +k)? +417%u — (H?a’ +k) (3.111)

degeri sabit t altinda w’nin degigimi ile belirlenmistir. ymin2 ifadesini veren Wi, degeri

217%2a% + H?%a? +k
(H?a? +k)? + 412y

cosh(21 i (1)) = (3.112)

seklindedir. Zar tizerinde Friedmann denklemini gbz oniine alarak a—0 iken ymin2 -0
Ve Wmin—0 oldugu goriiliir. Diger yandan bir diger minumum degeri, sabit w altinda
t’nin degisimi ile belirlenir. Bu minumum degeri y*min ile gosterilirse, bu degerin de
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WY(t,w) =0 ile ayn1 oldugu aciktir. Clinkii W(t,w) ifadesi, (3.122) denkleminin t’ye

gore kismi tiirevi ile ¢ikarilmaist.

n ve k katsayilarimin degerlerini yazip karsilastirildiginda ymin < yn* oldugu goriiliir. Bu
yiizden GN koordinatlar1 olay ufkunun ve solucan deliginin (yh2 egrilerinin kesistigi

nokta) otesindeki bolgeyi kapsar.

Bir sonraki adimda
(H%a? +k)?>+4172%u=0 (3.113)

oldugu durumu diisiinelim. Bu ancak k = —1 degeri i¢in miimkiindiir. Bu hal i¢in w—o0

iken y? “nin sonlu bir degere yaklasacagi (3.76)’dan kolayca goriiliir.

2 2
y? —>I?(1—H2a2)<|? (3.114)

Diger yandan yine k = —1 durumu igin yn? > 1%2 oldugundan GN koordinatlar1 olay

ufkunun &tesine ulasir.

Son olarak
(H?a? +k)?+4172%u<0 (3.115)

halini diisiinelim. Bu halde (3.76) denklemi sanal terim igermektedir. Bu durumda yZ:O
yapan bir w>0 degeri vardir. Bu nokta ufuk i¢inde bir tekillik noktasina karsilik gelir.

Dolayistyla GN koordinatlari olay ufkunun i¢inde yer alir ve burada tekillige erisir.

3.9. KULLANILAN PROGRAMLAR:

Tezde yer alan bazi hesaplar, Maplesoft firmasinin Maple 14 programiyla yapilmistir.
Programin lisansi, istanbul Universitesi Bilimsel Arastirma Projelerinin destegi ile tez
projesi kapsaminda temin edildi. Programin en ¢ok kullanilmis olan béliimleri, tansorel
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hesaplamalar, alan denklemlerinin bulunmasi, Killing Vektorlerinin hesab1 gibi
bolimlere ait program kodlari, benzer galigmalar yapacak olanlara yardimci olmasi

acisindan, EK.D’de sunulmustur.
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4. BULGULAR

4.1. BULKA-DAYALI YAKLASIMDAN ZARA-DAYALI YAKLASIMA
DONUSUM

Kisim 3.7’de yapilan doniisiimii genellestirmek i¢in goz Oniine alacagimiz 5-boyutlu

bulka-dayali statik en genel anizotropik metrik
ds? =—A, (F)dE? + A; (F)dR'd’ + A, (F)df? 4.2)

bi¢imindedir. Burada ekstra boyut f koordinati ile gosterilmis olup, 3-lii uzayin
koordinatlart i:1,2,3 olmak iizere X' lerdir. Bu uzay-zaman iginde zar, ekstra koordinat
tizerinde yer alan 4-boyutlu bir hiperyiizey ile temsil edilir. Zar tizerindeki koordinatlari

ise (z,x') ile gosterelim.

(4.1) ile verilen metrigin se¢ciminde goz Oniine alinan kistas, uzay-zamanin sifirdan
farkli en az bir Killing vektoriine sahip olmasidir. Killing vektori, Killing Denklemleri
olarak bilinen &, =0 denklemini saglayan bir manifold {izerindeki vektdr alanidir.
Bu denklemin fiziksel anlami, bazi kongiirans egrileri boyunca siiriiklendiginde,
metrigin deg§ismeden kalacagidir. Diger bir deyisle, Killing vetoriinlin varligi, metrigin
simetrileri hakkinda bilgi verir. Ornegin A jeodezigin afin parametresi olmak iizere, bir
manifoldun Killing vekoéri &=0/04 ise, koordinatlarindan birinin A olarak

alinabilecegi bir koordinat sistemi olusturmak daima miimkiindiir.

Biitiin metrik katsayilarnin sifirdan ve birbirinden farkli oldugu ds’® = g, (F)d%”d&®
seklindeki bir metrik, statik en genel anizotropik metrik olmasina ragmen, boyle bir
metrigin biitin Killing vektorleri sifirdir. Bu yiizden (4.1) metrigi en az bir Killing
vektoriine sahip olacak sekilde (bu metrigin sifirdan farkli yalnizca bir Killing vektori
mevcuttur) kabul edilebilecek en genel anizotropik metriktir. Cesitli statik metrik

kabulleri i¢in Killing vektorleri Tablo 4.1 de gosterilmistir.
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G0z Oniine alinan 5-boyutlu uzay-zamandaki geometrik biiyiikliikleri yazarken, bulktaki
bu koordinat sisteminin taban vektorlerini (koordinatsal taban vektorleri), dialite

bagintistyla tanimlanan koordinatsal 1-form tabanini,

B
en=0n = =5 =(01,0:,05,0;,0:) (4.2)
w* = d&* = (df, d%, dy, dz, dF) (4.3)

AAAAA

Vektorleri. Killing vektorlerinin hesabi igin kullanilan program kodu Ek D’de sunulmustur.

Metrik Killing Vektorleri

ds® = g,, (F)d*dg" EA=0

ds® =—Ay(F)df* + Ay, (F)dfdr + A, (F)d'dr! [ &4 =0
+ A, (F)dP®

ds? = A, (F)d? + A (AR R + A, (AdF? | & =(1,0,000)

; ) 1 _
ds? = —f (F)df? + A, (F)d% dR’ +%de &' =(10,000)

£2 = (0,1,0,0,0)

£2 = (0,010,0)

£4 = (0,0,0.0)

ds? = —f (F)df? + a(F)dR' + —— df? &' =(10,000)
1 £2 = (01,0,0,0)

£2 = (0,010,0)

£4 = (0,0,0.0)

éjs = (01_9! 2’010)
£5 = (02,0, %,0)
57 = (0!01_2! 9,0)
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Bu durumda (z,x') koordinatlariyla isaretlenen zar iizerindeki koordinat tabaninda,

taban vektorleri ve koordinatsal taban 1- formlar1 da

o
€, =0, == (@..0,.0,0,) (4.4)
o* = dx* =(dz,dx,dy.dz) (4.5)

olacaktir. Simdi bulka-dayali koordinat tabanindan, zar iizerindeki koordinat tabanina

dontisiimii saglayan e;‘ katsayilarini belirlemeye calisalim. Bu doniisiim katsayilarinin

tanimi ve Ozellikleri Kisim 3.2 ve 3.3’ de bahsedilmisti. Bulktan zar {izerine ge¢mek

i¢in en genel doniisiim

f=T(r) — di= ‘;—Tdf —Tde (4.6)
T

R =x — dg' = dx’ (4.7)

F=R(z) — di-= ‘:'j—R dr = Rdz (4.8)
T

alinabilir. Burada = & gostermektedir. Doniisiim sonucunda metrigin
T

ds®rar = —(AT? — A[R?)d7? + A (R(r))dX'dx’ (4.9)

halini aldig, zar tizerinde 4-boyutlu indiiklenmis metrik elde edilir. Doniistim

katsayilar1 (4.6-4.8) ifadelerinden

et, % e, e e.) (T 00 0 R

o | e el e ef| 0100 0

“Tlet, e, &% ey e, | |0 010 0 (4.10)
el, e ¥, e, e, 00010
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olarak hesaplanir. 4-boyutlu hiperyiizeyin her noktasinda, hiperyiizeye normal bir

vektor alanin bilesenlerini ve 5-boyutlu bulk uzay-zamaninda jeodeziklerin tanjant

vektoriinii temsil eden u” vektoriiniin bilesenleri de (4.10)

u® =e*, =(T,0,0,0,R) (4.11)

olarak yazilir.

Simdi koordinat déniisiimii ile iizerindeki koordinatlari tammladigimiz f = R(f)
hiperyiizeyi (zar) ile dik olarak kesisen jeodezikleri goz oniine alalim. Ff = R(f)
yiizeyinin zamansal tlirden olmasi icin bu jeodezikler uzaysal tipte ve sifir

%' bilesenlerine sahip olmalidir. Killing vektorleri jeodezik boyunca hareketle ilgili

sabitleri belirlemek i¢in kullamldigi igin, jeodezige tanjant olan u® ‘nim, Killing
vektorityle garpimu jeodezik boyunca sabittir. Bu yiizden bulk uzay-zamaninda &*

Killing vektdrlerinin varligi sebebiyle, bir jeodezigin birim tanjant vektorii

9,0u"¢" =—E (4.12)
UAU® = +1 uzaycinsinden jeodezikler igin (4.13)
9 ~ |-1 zaman cinsinden jeodezikler icin '

ifadelerini saglamalidir. Burada E integrasyon sabitidir. (4.12) denkleminin ¢ikarilis1t EK
C’de gosterilmistir. (4.13) esitliginde bizim dikkate alacagimiz durum uzay cinsinden

jeodezikler olacaktir.

Baslangicta ele aldigimiz (4.1) metriginin Killing vektorleri Tablo 4.1°de ti¢iincii satirda

verilmistir. Buna gore (4.11) ve (4.12) den

O’ =-AT=-E , T= (4.14)

£
A

ve (4.13)’ i kullanarak,
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. . . +E?
gooT2+g44R2:1 , R=% A0A0A4 (4.15)

bulunur. Topluca yazarsak,

= E 000+ |AtE (4.16)
Ay AA,

olarak belirlenmis olur.

Simdi w ile jeodezigin afin parametresini gostermek tizere, jeodezigin yoriingesi

A
dax® u? (4.17)
dw

ile verilir. (z,x') koordinatlariyla taniml1 zar iizerinde bulunan her bir P noktasindan
dik olarak gecen w afin parametreli bir jeodezik mevcuttur. Bu durumda bir P noktasi
(7,x',w) koordinatlartyla temsil edilebilir ve w; her nokta igin tanimli yeni bir ekstra

koordinat olarak diisiiniilebilir. Boylece zar lizerinde, yine 5-boyutlu olup bu sefer zara

dayali1 olan, yeni bir koordinat sistemi tanimlanmus olur.

Bu konfiglirasyon sayesinde, (4.1) metrigi ile verilen bulka-dayali 5-boyutlu statik
metrik, Once zar Tlzerindeki indiiklenmis 4-boyutlu metrigi belirledikten sonra,
jeodezigin afin parametresinin yeni bir koordinat olarak ilavesiyle, zar {izerinde tanimli,

zara-dayali 5-boyutlu metrige doniistiirilebilir. Simdi bu iki koordinat sistemindeki

doniisiimii bulmak iizere f ={(z,w), f = f(z,w) doniisiimii yaparak

df = X g+ dw=eldt +e' dw (4.18)
or ow

df = (ﬂ)d T+ (ﬂjdw =efdt + el dw (4.19)
or ow
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bunlart (4.1) ifadesine yerlestirdigimizde, metrigin zara-dayali karsiligini

ot Y’ V|,
_A{%j +A4(%) }dw

belirleyebiliriz:

AN 2 AN\ 2
ds® = {A"[?] B A4(§_rj }drz + Ajdx'dx’ +
T T

A A

(4.20)’deki zara-dayali koordinat sistemindeki metrigin tam olarak belirlenmesi igin

yapilmasi gereken, metrigin i¢inde yer alan kismi tiirevlerle gosterilmis olan doniisiim

katsayilarinin  belirlenmesidir. Bu katsayilar, (4.16)’da verilen u” vektdrlerini,

(4.17)’de yerine yazarak hesaplanabilir.

uf = ef,, :% e (4.21)
A 2
v

Yukaridaki bagmtilardan ilki, Ap katsayisinin f koordinatina bagliligindan dolayi
integre edilemez. Ancak ikinci denklem integre edilebilir ve w ile f arasindaki iligkiyi
verir. Boylece zara-dayali ve bulka-dayali yaklagimdaki ekstra koordinatlarin birbiriyle

iliskisi bulunur.

FwW+w,(7) = I—df (4.23)

A, +E?
AA,

(4.17) ifadesinden (dw/dx®)=g,u”" yazilabilecegi icin (4.21) ve (4.22) de verilen

bagintilari, metrik tansoriiniin uygun bilesenleri ile ¢arparak
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oW
eiiw = (a)zl j =0 (424)

seklinde ters doniisiim katsayilart bulunur.

dW:(a\fl]df+(a\Ade>‘<i +(a\/j’jdr‘ (4.25)
ot ox' or

tam diferansiyelinde (gﬂj=0 olacagi icin, integre edilebilirlik kosulu ddw = 0

kullanarak

(af’jdf - —(aﬁ’jdf (4.26)
ot or

bulunur. Burada integral sonucunda ortaya c¢ikan integrasyon sabiti sifir kabul

edilmistir. (4.26) bagintist

-

bigiminde yazilabilir ve (4.24)’deki bilgileri kullanarak

)
or or A E

Diger yandan (4.20) deki doniisiimlerin tersleri de

ot E
[%j - x (4.29)
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(a_fj _ [AHE (4.30)
ow AA,

oldugu kolayca goriiliir. Bu ifadeler araciligiyla, (4.28) ile verilen oranin tersi de

HIERSIER

bulunur. Biitin bu islemler sonucunda (f,f,)?i) koordinatlarmdan (T,W,Xi)

koordinatlarina gegisi saglayan donilisim katsayilarini belirlenmis olur. Toplu halde

gostermek icin matris formunda yazilirsa,

& E 0
ef ef ef_ AO
& A i : v +E?
€. F %) > (mwx') : |ef el el |=|ay, J_rAO— 0 (4.32)
e el e AL
Toow 0 0 1
11 12
efr ef? eiir a A a E2 0
twx) - (€,F,%):|e, € €. |=|-E * ABFE) (4.33)
ew erw eXW AO
X! P KX 0 0 1

Bu matrislerde ajj ile gosterilen bilesenlerinin degerlerini tek basina belirleyemiyoruz.

Ancak iki bilinmeyenin oranlarini (4.28) ve (4.31) de belirlemistik. Yani

A VA +E®
A E

ef/erf = a11/321 =+

&/, = (4.34)

_all/a12:$\/EVA)+E2
A, E

Biitlin bu bilinenler, (4.20)’de verilen zara-dayali (z',W,Xi) koordinat sistemindeki metrigi

inga etmeye yeterlidir. (4.32-4.34) ifadeleri kullanilarak, zara-dayali (4.20) metriginde
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yerine yazildiginda, dordiincii. terim tamamen sifirlanirken, tiglincii terimin katsayist da

1’1 verir ve

ds? = - DA [S_rjd FA W) sdw?  (4.35)
T

bigimini alir. Varilan bu son metrik, zar ilizerinde tamimlanmis Gaussal Normal
Koordinatlarda bir metriktir. Dolayisiyla Mukohyama ve ark. [33] tarafindan yapilmis
olan ispatin herhangi bir statik metrik i¢cin uygulamaya hazir, genel bir formiilasyonunu
inga etmis oluyoruz. [33] referansinda, bulka-dayali statik Scwz-AdS metriginin, GN
koordinatlar formunda zara-dayali bagka bir metrik ile esdeger oldugunu gosterilmistir.
Baslangictaki bulka-dayali Scwz-AdS metriginin {i¢lii uzaysal kisimlar1 homojen ve
izotropik oldugu icin bu metrigin esdegeri olarak bulunan zara-dayali metrik de
homojen ve izotropiktir. Ancak bu ¢alismada bulka-dayali yaklasimi kabul eden en
genel haldeki metrigin -ki bu metrik hem 3-lii uzaysal kismi agisindan hem de genel
olarak tiim boyutlarda anizotropik bir metriktir- yine doniisiim yapildiginda, tiglii
uzaysal kisimlarinin anizotropisinin korundugu, zara-dayali GN koordinatlara
varilmaktadir. Ancak her iki halde de bulunan zara-dayali metrigin GN koordinatlar
formunda olmas1 gergekten ilgi ¢ekici bir sonuctur. Bununla birlikte bir diger dikkat
¢ekici husus, hem referans ¢alismada hem de tezde elde edilen sonugta 3-1ii uzaysal
kismin, bu koordinat doniisiimiinden izotropi/anizotropi agisindan bakildiginda
etkilenmemis olmasidir. Bulka-dayali ve zara-dayali hallerde metrik birbirinin aynisi
olmayacak ancak anizotropi korunacaktir. Yani bulka-dayali bir anizotropik (veya
izotropik) metrigin zara-dayali esdegeri GN koordinatlar formunda yine anizotropik

(veya izotropik) bir metriktir.
Yapilan hesaplar1 dogrulamak icin (4.1) de ele alinan metrigin katsayilarini, Kisim
3.7°de ayrintilar1 gosterilmis olan Mukohyama ve ark.’nin metrik katsayilar1 olarak

segilirse, yani

A =1(F) A =1/1(F) (4.36)
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bulunan tiim hesaplar onlarin sonuglarina indirgenir. Bu da yapilmis olan

genellestirmenin en azindan matematiksel olarak tutarli oldugunu gdstermektedir.

Buraya kadar gosterilen hesaplarda, (4.35) ifadesi metrik katsayilarina bagli genel

formda bulunmustur. Ay, A,, A; katsayilariin kesin fonksiyonel ifadelerini bilmemekle

beraber (4.1) metriginin taniminda bunlarin sadece f koordinatina bagl oldugu kabul

edilmisti. Ancak yapilan koordinat doniisiimiinden sonra artik f = f(z,w) yazilabilecegi

icin, (4.35)’in metrik katsayilari, artik hem 7 ’ya hem de w’ya baglidir. Bundan baska

A

(4.35)’in ilk teriminde yer alan o terimi, (4.23) integrali ¢oziildiikten sonra
0
T

bulunacak fonksiyonel ifadeden tiiretilerek elde edilebilir. Bu asamada dikkat edilecek
bir diger husus, ¢oziimde yer alan E’nin tiirevidir. Bulkin uzay-zamaninda, zara dik olan
jeodeziklerin bir hareket sabiti olarak ortaya ¢ikan E, zar iizerinde sabit olmak zorunda
degildir ve (4.14) ve (4.15) ifadelerine bakilarak E=E(z ) olacag1 goriiliir. Bu detaya ait
ayrintili teorik bilgi Ek C’de sunulmustur.

Calismanin bundan sonraki asamasinda 6zel bir metrik kabulii yapilarak esdegerlilik
arastirilacaktir. Bu asamada oncelikle, g6z Oniline alinan metrik katsayilarmin kesin
fonksiyonel ifadelerinin belirlenmesi gerekmektedir. Bilindigi iizere, baslangigta
yapilan bir metrik ansatzindan itibaren herhangi bir metrigin metrik katsayilari, Genel
Rolativite cercevesinde Einstein Alan Denklemleri ile bulunur. (4.1) de ele aldigimiz
miimkiin en genel anizotropik metrigin metrik katsayilarinin, 5-boyutlu vakum Einstein
denklemlerini kullanarak, analitik bir bigimde belirlenmesi miimkiin degildir. Bu
yizden daha 6zel kabullere ihtiya¢ vardir. Bir sonraki kisimda ¢oziimiinii kendimiz
belirledigimiz bir anizotropik metrik i¢in ve bir de literatiirden secilmis izotropik bir

bulka-dayali metrik igin doniisiim uygulanarak esdegerleri aragtirilmistir.

4.2. YONTEMIN BAZI OZEL MODELLER ICIN UYGULAMALARI:

Bu boéliimde, Kisim 4.1 de genellestirdigimiz bulka-dayali yaklasimdan zara-dayali
yaklagima gecisi gosteren yontemin, farkli modellerdeki etkilerini arastiran hesaplar

sunulacaktir. (4.1) ifadesinde verilen en genel bulka-dayali anizotropik modelin analitik
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¢Oziimiiniin miimkiin olmadigma deginmistik. Bu durumda daha basit kabuller

yapilarak, analitik ¢6ziime imkan veren modeller ele alimalidir.

Iki koordinat sistemi arasindaki doniisiimii yaparken, (4.23) ile verilen integral Kilit
noktasint olusturmaktadir. Bu integralin ¢oziimii ile bulka-dayali ve zara-dayal
sistemlerin ekstra koordinatlar1 arasindaki bagint1 elde edilir. Ele alinacak bulka-dayali
modele karsilik diisen zara-dayali metrigin net olarak bulunabilmesi i¢in, sadece metrik
katsayilarinin  analitik  ¢Ozlimlerinin  biliniyor olmast  yetmez, doniisiimiin
belirlenebilmesi ayrica, bu integralin analitik ¢éziimiiniin olup olmamasina da baglhdir.
Bu amagla bir ¢ok metrik kabulii igin ¢dziimleri arastirip, literatiirde ¢oziimii sunulmus
olan farkli uzay-zamanlari, tezin bulgular1 kapsaminda inceledik. Bunlarin iginden
yukarida bahsedilen kosullar1 saglayacak sekilde anizotropik metrik olarak,
Mukohyama ve ark.’nin c¢aligmasinda g6z Oniine alinan Scwz-AdS metriginin
anizotropik bir genellestirmesini yaparak Einstein Alan denklemlerinden ¢oziimiinii
bulduk. izotropik bir model olarak da, literatiirden sectigimiz GM (Gergely-Maartens)

metrigi olarak bilinen baska bir bulka-dayali metrigi inceledik.

4.2.1. Anizotropik Model:
Literatiirde zar-evren modellerinde anizotropik metrigin ele alindigi bir¢ok calisma
bulunmaktadir. Bu ¢aligsmalarin hepsini teker teker inceledikten sonra [45-66] onlardan

farkli bir metrik secerek ¢oziimiinii arastirdik.

Schz-AdS metriginin anizotropik bir genellestirmesi olarak

ds? = —f ()df? + £2(a(F)dR® + b(F)dy? + c(F)d2? )+ —— dF? (4.37)

metrigini géz Oniine alalim. Bu metrik ii¢ boyutlu uzay-zamanin anizotropik oldugu

bulka-dayali bir metriktir. 5-boyutlu Einstein Alan Denklemleri’nin

1
(S)GABZ(S)RAB _5(5) JaB OR = —Asg ©) Ops + Ké (5)TAB (4.38)
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®)Te=0 alindigi vakum durumu géz 6niine alindiginda (4.37) metrigi icin denklemler

RSN O ORHRH)

(4.39a)
4\ab ac bc) 2f f? >

i(z_'_c_”j—i_(i—i_sfj(g—i_gj_l (E)2+(Ej2 +i(ggj+£+£+i—/\
2lb ¢ 2 2t b ¢) 4llb) \c) | 4lbc) 2 2 2 °°

(4.39Db)
i(a_“+c_“j+(£+£j(g+gj_i (Ejz_F(E]Z +1(EE)+£+£+L—A
2la ¢ 2 2fla c¢) 4(la c 4lac) 2 2f p2 °°

(4.39¢)
frav by (f 3fya by f 3'2+E2 L0 T A R
2la b 2 2t la b)) 4(la) \b 4alab) 2 27 ¢2 °°

(4.39d)
L+1A i+E+S +i 39+EE+BE +3]i+3:]c =A; (4.3%)
4 fMla b c¢c) 4lab ac bec 2f  f?

olarak hesaplanir. Burada iist tirnak f’ya gore tiirevi temsil etmektedir. (4.39b,c,d)

denklemlerini toplayarak

f(a—“+z+c—”j+(f'
a b ¢

e H H] (340

a
1(39 Lac 23} W3 o,
a a bc

52

4 b r

elde edilen denklem (4.39a) ile birgok ortak terim igermektedir. (4.39a) y1 iki ile ¢arpip,
(4.40)den ¢ikararak
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ve son olarak da (4.39¢) yi kullanarak (4.41) ifadesi

f"+f—(i+g+£J= 41;5 (4.42)

seklinde bir diferansiyel denklem verir. Bu denklem ¢oziildiigiinde, Kisim 4.1°de
bahsedilen doniisiim uygulamak igin bize yeterli olacak f fonksiyonu belirlenmis olur.
Bu asamada a , b ve ¢ fonksiyonlari i¢in 6zel bir se¢im yapalim. 3-boyutlu uzay-zaman
yine anizotropik olacak sekilde, birbirinden farkli ii¢ tane kuvvet serisi seklinde

fonksiyon olsun, yani p, g, k birbirinden farkli sabitler olmak {izere
a(f)=r" , b(f)=r" c(f)=r" (4.43)

almabilir. Denklemlerde yazildiginda (4.42) ifadesi

f 4A
f'v —(p+g+k)=—2 4.44
Se(Pra+k)=—2 (4.44)

haline indirgenir ve ¢ozimii

G
F 2
f(f)e—dhs  p G ‘c, (4.45)
(p+g+k+2) 1_Biﬂi5
2

olarak hesaplanir. Burada C; ve C, sabitlerdir. Bu ¢6ziimii (4.39¢)’ye uygulayarak

asagidaki siirlayici kosullar elde edilir.

Ag[3(p+q+k)+ pk+ pg+kq+18]=0
C, L (prask)

gy’ | [perdra@r)vkike2)

0 (4.46)

C
f—zz[4(p+q+k)+ pk + pq+kq+12]:0
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C; ve C, katsayilarinin sifirdan farkli olmasi halinde, bu denklemlerin birinci ve

ticiinciisiinden parantezleri sifir yapacak sekilde p, g, k sayilarinin
p+g+k=6 (4.47)
kosulunu saglamasi gerekir ve bu sonug (4.46) nin ikinci denkleminde kullanildiginda,
p>+0q°+k*=-12 (4.48)

esitligi bulunur. Bu sonug, sanal olmas1 sebebiyle tutarli degildir. Bu durumda (4.48)

ifadesi, (4.46) nin ikinci denkleminden geldigi i¢in, bu denklemde yer alan C; sabitinin

sifir olmasi ihtimalini distindiriir. Gergekten de eger (4.39¢) denklemini a(f) =f",

b(F) = 7%, c(f) = F* yazip yeniden diizenlersek,

;(w+ %;{WH} _ A, (4.49)
2f 2 4

bulunur ve (%Jrk + 3) =a, [w + 3} = f diyerek, denklemin ¢6ziimii,

f(f) = As g2, gt (4.50)
a+pf

sonucunu verir. (4.45)’deki f(f) ¢6ziimii, alan denklemlerinden tiiretilen bir

denklemden ve (4.50) ¢6ziimii de yine alan denklemlerinden ¢ikarilmis oldugu igin
birbirlerini saglamalidir. Sonugta iki ¢oziim karsilastirildiginda  (4.50)’deki

2hle — % =1 oldugu ve ¢oziimde tek bir sabitin olacagi anlasilir. Bu durumda f (f)

r
fonksiyonunun yeniden diizenlenmis haldeki genel ¢oziimii, p+g+k =6 kosulunu da

kullanarak

— 4A5 ".\2+C_A5 F2
A(p+g+k+2) 6

f (F) +C (4.51)
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bulunur.

Bulunanlar 1s1g1inda, bu boliimiin en basinda goz oniine alinan (4.37) anizotropik metrigi

1

(ASFZ +Cj
6

dF2 (452

seklinde belirlenmis olur.

Simdi ¢6ziimiinii buldugumuz bulka-dayali anizotropik metrigin Kisim 4.1°de genel
formalizmini  olusturdugumuz  doniistimii uygulayarak, zara-dayali esdegerini

belirleyelim. Oncelikle (4.23) ile verilen iki ekstra koordinat arasindaki iliskiyi

belirlemeye yarayacak olan integral, A, = f (f) = (%f’- +Cj , A, =1/ f(f) alarak

FW+W, :j ar - :I af (4.53)
\/A°+E \/Af’fz+C+E2
AA, 6

integralinin ¢6zimi

6 . 6 f
|—sinh ™| |— E2>0 ici
A [ A5C+E2J C+E“>0igin

FWA+W,(7) = (4.54)
5 gin| |2 _F ~| C+E?<0icin
Aq A; C+E

olur. £ =f, aninda, jeodezik f(f,) = R(f,(z)) hiper yiizeyi ile dik olarak kesisir ve bu

yiizey tizerinde w=0 dir. Bu kosulu wg’1 belirlemek i¢in kullandiktan sonra, (4.54) den

f ile w arasindaki baginti,



e

\/%+%?(T)(C + Rz(r))sinh[$ —5wj+ R(7) cosh[$ \/%Wj C+E?>0 icin

\/% Sty JrRI(?Z)(r) (C+R? (r))sin[i fw] +R(7) cos($ \/%WJ C+E? <0 igin

(4.55)

-
Il

>

olarak bulunur. Burada E=R ve H =§ yazilmistir. 0f/07 hesaplayip (4.35)de

gosterilen genel haldeki zara-dayali metrik ifadesinde yazarak, (4.52)’nin zara-dayali

esdeger metrigi
ds? = —@(z,W)dz? + F2(PPdx? + PIdy? + F*dz? )+ dw? (4.56)

elde edilir. Buradaki ®(z,w) fonksiyonunun agik hali asagida verilmistir ve f(z,w) ise,

(4.55) deki ifadeden yerine konmalidir.

% {cosh(F /A, /6 w)+ p(z)sinh(F JA, /6 w)} C+E? >0

(7, W) = (4.57)

%{COS(J?\/?/GW)Jr go(r)sin($\/F/6W)} CLiE2<0

(4/\5(H2R2 +C)H? + H)igi R(3H? + H)j
R (4.58)

o(r) =

A,, C ) C
S5 (4 RH)? +R(1+———
\/6 (R ) ERUF R

(4.58) de + hiperbolik ¢oziime, - de trigonometrik ¢oziime kars1 diisen halleri gosterir
(4.52) ile verilen bulka-dayali metrik Frolov’un [68] bir ¢aligmasinda yer alan Kasner-

AdS metrigi olarak adlandirimis metrige bazi agilardan benzemektedir. Frolov 3-li

uzaysal metrigin zamana bagli kuvvet fonksiyonu seklinde kabul edildigi
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ds? = —f (N)dt? + r2(t22dx? +t2dy? +t2cd22)+%dr2 (ab,c=sabit) bicimindeki
r

metrigi incelemistir. Bu durumdaki f(r) ¢ozimi, K=-1,0,1 olmak {zere

2
f(r)=K +r_ (A = —Ej olarak bulunmustur. Frolov, w=-lIn(r/l) doniisimii

12 12

yaparak, Rundall-Sundrum modelindeki bulk metriginin anizotropik versiyonunu elde

eder:
ds? =e "' (dt® +t*dx* +t®dy? +t*°dz?) + dw? (4.59)

Bu metrikte w=0 alindiginda 4-boyutlu uzay-zamanin metrigi elde edilir ve bu metrik

Kasner metrigidir.

Bizim metrigimiz ise farkli olarak zamana degil ekstra koordinata bagli statik bir
metriktir. (4.56) metriginde, f koordinatinin (4.55) ile verilen =w cinsinden ifadesi
yerine yazildiginda, kuvvet fonksiyonlar1 hiperbolik (veya eliptik) fonksiyonlarin

kuvvetlerine doniisecektir. Eger bizim zara-dayali ¢oziimiizde w=0 alinirsa, her iki hal
icin de, (4.56)’daki ®(r,w) fonksiyonu @(z‘)z% ve f koordinati da (4.55)’den

f = R(z) olur. Bu durumda zar iizerinde indiiklenmis 4-boyutlu metrik

2

1
s?=——_ _dr’> +R*(7)|R"(r)dx* + R(r)dy? + R* (r)dz? 4.60
HORG) @R @) (D)dy” + R (1)dz? ] (4.60)
haline gelir. Zar lizerindeki enerji-momentum tansoriiniin se¢imine bagl olarak, R(z)

Olcek garpani belirlenebilir.

Bulkin (4.52) ile temsil edilen metrigi, tekillik noktalar1 f=0 Ff

p2

f =oo olan bir karadeligi ifade eder. fn = _?\_C degeri, gozlemci i¢in olay ufkudur.

5
(4.52) metrigine seklen benzeyen, ancak 2+1 boyutlu uzay-zamanda tanimlanmig bir
metrik literatirde BTZ Karadeligi (M. Banados, C. Teitelboim ve J. Zanelli) olarak
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bilinir [70]. Diger yandan (4.52) ile gosterdigimiz metrikte, C=1, k*=A,/6,

(PPd8? + P9d§? +F*d2? )= do? yazilirsa,
ds? = —(k?F? +1)df? + F2do? + TL (4.61)
(k27% +1)

literatlirde yaygin olarak bilinen, sabit negatif egrilikli Lorentz manifoldunu temsil eden
Anti-deSitter uzay-zamaninin hiperpolar koordinatlardaki formu elde edilir. Bizim
metrigimizden tek farki, {i¢lii uzay-zamanin kiiresel simetriye sahip izotropik bir metrik
olmasidir.Dolayisiyla, bulkta bir karadelik formunu ifade eden (4.52) metriginin aslinda
konformal olarak diiz bir uzay-zamani temsil ettigini gosterir. Bizim metrigimiz i¢in,
Anti-deSitter uzayina yapilan boyle bir eslesmenin ancak p=g=k oldugu izotropik

durumda miimkiin oldugunu belitmeliyiz.

Diger yandan, uzay-zamanin yapisini kagit {izerinde gostermek icin kullanilan
konformal diyagramlar1 ¢izmek i¢in, uzaysal koordinatlarin sabit alindig1 diizleme

indirgendiginde, bizim metrigimizin de konformal diyagrami Anti-deSitter olacaktir.

X =y =z = sabit alindig1 ({, ) diizleminde metrik
(4.62)

olarak yazilabilir. Literatiirde, Anti-deSitter uzay zamanini tasvir eden konformal
diyagramlar farkli cesitlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Bunun sebebi uzay-zamanin c¢ok
sayida farkli doniisiimle farkli koordinat sistemlerine yatirilabilmesi ve bu sekillerin bu

koordinatlarda ¢izilmis olmasidir. Bu konuda genis ve ayrintili bir bilgi [72]’de
bulunabilir. (4.62)’deki metrigin koordinatlarin1 muhafaza ederek (f,f) diizlemindeki

konformal diyagram Sekil 4.1 gosterilmistir.
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t = sabit

P =sabit

Sekil 4.1: Anti-deSitter uzaymin iki boyutlu konformal diyagrami. Yatay cizgiler sabit f , dikey
cizgiler de sabit f yoriingelerini gosterir.

Ekstra koordinatlarin asimptotik davranislarin1 incelerken, iki ekstra koordinat

arasindaki iligskinin verildigi (4.55)’den goriilecegi gibi f ile w'nin davranigi benzerdir.

Daha iyi anlagilmasi igin As = R(.TZ) 1
6 C+R(7)

A
R(r)exp[ﬁ/wa C+E?>0 icin
—_— A5 2 - -
R(zr)exp| Fi ?W C+E“ <0 icin

olarak yazalim. Pozitif 6lgek c¢arpani durumunda w—oo iken, + isaret i¢in f—o , -

isaret icin f —0 olacaktir. Gozlemcinin olay ufkuna yaklasirken £%h —>—§, w da

5

~__R@
C+R%(z)

J alarak (4.55)’1

-
Il

(4.63)

sabit bir degerde kalacaktir.

4.2.2. 1zotropik Model:
Einstein’in statik evreninin zar-evren modelinin genellestirilmesinin yapildigi [30]
referansinda elde edilen sonuglar, tezde ele aldigimiz doniisiimiin uygulanmasina imkan

verecek Ozelliktedir. Ele alinan statik metrik,
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2ds? =—F2(f,&)df2 +dj? + R2(F, £)(dO? +sin? & p?) + df? (4.64)

seklindedir. Burada

sin y e=1
R(y,e)=9 7 =0 (4.65)
sinhy e&e=-1

ve I'; k?A, =3¢ T? bagtisi araciligiyla tanimlanan ve,
G =—K"As0pg (4.66)

5-boyutlu alan denklemlerinde yer alan kozmolojik sabitin biiyiikligiinii veren bir

sabittir. £=0,+1 ise kozmolojik sabitin isaretini verir. £ =0 i¢in, I' kaldirilabilir bir

sabittir. (4.66) denkleminden, (4.64) metriginin ¢éziimii,

Acos(+/2F) + Bsin(~/2F) e=1
F(Fe) = A++/2B¢ £=0 (4.67)
Acosh(v/2F) + Bsinh(+/2F)  &=-1

olarak bulunur. Burada A ve B sabitlerdir. Bu metrigin 3-1ii uzaysal kisimlar1 izotropik

olup, tiim boyutlar {izerinden bakildiginda ise anizotropik oldugunu vurgulayalim.

Simdi (4.19) integralinde A, = F*(f,&) ve A, =1 alarak integrali ¢ozebiliriz.

Fw+ WO(T) :J‘ﬁ (468)
+

FZ

& ’nun U¢ farkl degerine karsilik gelen haller igin integralin ¢oziimleri
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va?x® +cx+b?

(c? —4ab)|x|

242

Larcsin{ 2i(ax—b)(2ab—c)} e=1

J(A+2BF)? + E?
Fw+w, = NG g=0 (4.69)

Larcsin h

Jaly? +y +
242

2(ay — B)2apf — =-1
a2~ P2 y)] ¢

seklinde hesaplanir. Bu ifadelerde yer alan terimler ise soyledir: £=1 ¢oziimiinde

g;, b—A—E, c=2ab+E*> veg=-1 ¢Ozlimiinde
i

= 124/ 2f), = =
x=exp(i2vJ2f), a BT

y = exp(2427), a=§+%, ﬁ:’—;—g, y=2af+E?

Basitlik acisindan bundan sonraki hesaplar1 sadece £ =0 ¢6ziimii i¢in yapacagiz, diger

¢oziimler i¢in benzer prosediir uygulanabilir. (4.69)’den f ile w arasindaki baginti
(A++/2BF)? + E? = 2B (Fw+ W)’ (4.70)

bigimindedir. Buradaki W, integrasyon sabitini belirlemek i¢in  =f, aninda jeodezik
f(f,) = R(f,) hiper yiizeyi ile dik olarak kesistigi ve bu yiizey iizerinde w=0 oldugu an1
alinarak (4.70)’da yazildiginda

(A+~/2BR)? + E2 = 2B%w,’ (4.71)
ve
2 1/2
f:%{(iﬁBWJr\/AJr\/EBRJrEZJ —EZ} —% (4.72)
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olur. Bu bagmtida yer alan R(f,)=R(f,(z)) biiyiikliigii, hiper yiizey iizerinde &z
zamani temsil eden 7 ya baghdir ve genellestirirsek her bir f =f aninda hiperyiizeyin
olgek garpanini ifade eder. Bu yiizden R(f, (7)) = R(z) yazilabilir. Kisim 4.1°de yer alan

tim hesaplar A, = (A+ J2 Bf)? ve A, =1 yazlarak tekrarlanirsa, son olarak (4.64) de

verilen bulka-dayali metrik, s6zkonusu se¢im igin

ds? = —¥(r,W)dz? +dy® + R*(x,€)(dO* +sin® Mp?) + dw? (4.73)

haline gelir. Burada H :% olmak {izere

_ o TR (A+\/ZBR)(¢W+WO) H (Fw)
‘P(r,w)_\/ZB (Fw+w,)"-H"R { IR w +(ﬁ+H)\/§BWO
(4.74)

dir. Burada, denkemin daha derli toplu goriinmesi agisidan, tiirev alindiktan sonra

(4.71)’deki ifadesine dayanarak w, kapali formda birakilmistir.

(4.71) ile gosterilen metrik segilen model i¢in GN koordinatlardaki zara-dayali esdeger
metriktir. GN koordinatlarinda yazilmis metrik elde edildikten sonra, zar {lizerinde
indiiklenmis metrigin bulunmasi, ¢ok kolay bir bigimde ekstra koordinat sifir segilerek
bulunur. (4.71) ile elde ettigimiz sonugta w=0 aldiktan sonra

ds? = —W(r)dz? +dy? + R?(y, £)(dG? +sin® A g?) (4.75)

haline gelecek olan (4.73) ifadesi, j‘P(r)dr =1 saglayan bir doniigiimle

ds? =—dz? + ®(r)dy® + R (r,£)(dO° +sin? Ap?) (4.76)

formunda yazilabilir ki bu 4-boyutlu Kantowski-Sach metriginden baskasi degildir [67].
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasimnin amaci, zara-dayali ve bulka-dayali yaklasimlarin arasindaki
esdegerliligin arastirilmasinda kullanilan ydntemi, sadece belli bir uzay-zaman igin
degil, gdz oniine alinabilecek tiim statik uzay-zaman formlarina uyarlanabilecek sekilde
genellestirmek ve zar-evren kozmolojisinde Oneme sahip bazi modeller igin

esdegerlerini arastirmaktir.

Son on yildir teorik kozmolojide 6nemli yer tutan zar-evren modellerine dair bugiine
kadar pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu galismalar, tezde esdegerliligini arastirdigimiz iki
yaklagimdan birini temel alir. Cok sayida alternatif model i¢in, iki farkli yontemi
kullanan ¢ok sayida galisma yayinlanmig olup, bu durum genel ¢erceveden teoriye
bakisi zorlagtirarak Kimi zaman karisikliga sebep olmaktadir. Bu sebeple, yaklagimlar
arasindaki  esdegerliligin  arastirilmasi, esdeger modellerin iliskilendirilmesini
saglayarak, zar-evren modellerinin teorisine bir smiflandirma getirmesi agisindan

Onemlidir.

Literatiirde bu iki yaklasimin esdeger oldugunu gosteren iki ¢alisma bulunmaktadir.
Bunlardan birincisinde [33] bulka-dayali yaklasimdan hareketle Scwz-AdS tipi statik bir
bulk metriginin bir ¢esit koordinat doniisiimiiyle zara-dayali bir GN koordinatlarina
esdeger oldugu gosterilmis, ikincisinde ise [34], 6nceki ¢alismanin tersine, Taub’un
¢oziimii genellestirilerek, zara-dayali yaklasimdan bulka-dayali yaklagima gegis
gosterilmistir. Ancak her iki caligmada da esdegerlik, spesifik bir metrik kabulu i¢in
ispatlanmistir. Baska bir model sozkonusu oldugunda ve ozellikle de bizim ilgi
alanimiza giren anizotropik modeller durumunda, esdegerliligin ne sekilde olacagina
dair literatiirde bir ¢alisma bulunmamaktadir. Tez ¢alismasinda 6zellikle ekstra boyutlu

hiperylizeylerin geometrisi lizerinde durularak bulgular elde edilmistir.

Tez kapsaminda, bulka-dayali yaklasimdan zara-dayali yaklasima ge¢mek igin
kullanilan d6niisiim, miimkiin olan en genel hal i¢in yeniden insa edilmis ve elde edilen
tim denklemler, Mukohyama ve ark.’nin [33] ele aldig1t 06zel duruma
indirgenebilmektedir. Boylece onlarin se¢imi olan uzay-zaman igin elde ettikleri
bulgular, hesaplarimiz tarafindan kapsanmis durumdadir. Varilan sonuglarda en dikkat
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cekici ozellik, bulka-dayali olarak alinan statik metrik ne olursa olsun, onun zara-dayali
esdegeri, (4.33) ifadesiyle gosterilen, =zar iizerinde indiiklenmis metrigin
belirlenmesinde en kullanishi koordinatlar olan GN koordinatlar formundadir. Ancak
dogal olarak, anizotropik modeller i¢in 3-lii uzaysal kisimlarin anizotropisi, yine GN
koordinatlarda da kendini gosterir. Dolayisiyla bulka-dayali yaklasimdan zara-dayali
yaklagima gecildiginde, anizotropi biiyiiklik olarak farklilagsmakla birlikte yine

mevcuttur.

Bulgular kisminin ikinci asamasinda, esdegerliligini arastirmak tiizere ele aldigimiz
anizotropik bulka-dayali metrigin, 5-boyutlu Einstein denklemlerinden hareketle kesin
¢ozlimleri bulunmustur. Bu metrik, Mukohyama ve ark.’nin metriginin anizotropik bir
genellestirmesi olup, bulka-dayali koordinatlarda BTZ karadeligi olarak bilinen bir
karadeligin metrigine benzemektdir. Farkli olarak BTZ karadeligi 3-boyutlu uzay-
zamanin bir dogrultuya indirgendigi 1+2 boyutlu bir uzay-zamanda tanimlidir. Ancak
BTZ karadeliginin, sézkonusu makalede de belirtildigi gibi [70] sifir elektrik yiikiine

sahip olmas1 durumunda aslinda Anti de Sitter bir manifoldudur. G6z 6niine aldigimiz

modelin zara-dayali esdegerinin de, zarin ekstra koordinati W’nin etkisiyle, C + E?
biiyiikliigiiniin pozitif (veya negatif) olmasina gore hiperbolik (yada eliptik) bir evrim
sergileyen zari temsil ettigi bulunmustur. Zara-dayali metrikte ekstra koordinat sabit
secilip, zar lizerindeki 4-boyutlu uzay-zamana ait buldugumuz indiiklenmis metrigin

yapist Kasner uzay-zamani olarak bilinen metrigin formundadir.

Son olarak tez c¢alismasinda, literatiirden segtigimiz [30] bir diger model igin
esdegerliligin arastirilmasina yer verilmistir. Sozkonusu metrigin 3-lii uzaysal
kisimlarinin homojen ve izotrop olmasindan dolayi, varilan esdeger metrikte, ekstra
koordinatin etkisi sadece zaman boyutundadir. Zar iizerinde indiikklenmis metrik de

Kantowski-Sach modelinin esdegeridir.

Genellestirmis  oldugumuz esdegerlilik arastirma yontemi, farkli modellerin
incelenmesinde ilerideki ¢alismalara kaynak olusturacaktir. Ayrica GN koordinatlardaki
esdeger metrik, 4-boyutlu hiperyiizey {izerinde indiiklenmis metrigin kolayca
bulunmasina sagladigi i¢in, zar tizerinde indiiklenmis Einstein Alan Denklemleri’ni [10]

baslangi¢ kabul eden ¢alismalara da alternatif bir yol sunar. Ancak zar tizerindeki 4-

72



73

boyutlu uzay-zamanin enerji ve momentumu temsil eden kaynaklarin etkisi, bu
yontemde acikca yer almamaktadir. Indiiklenmis metrikte yer alan fonksiyonlarin kesin

ifadeleri, zarin enerji-momentum tansoriiniin segimine gore degisecektir.

Takip eden bir ¢alisma olarak ise, ¢cok kapsamli bir inceleme gerektirmesi sebebiyle teze
dahil edemedigimiz 3-boyutlu diyagramlarin ¢iziminin incelenmesi alinabilir. Marolf
tarafindan gelistirilen [73], uzay-zamanin 3-boyutlu diiz bir uzaya yatirilmasi
yontemiyle, gorsel olarak daha anlasilir konformal diyagramlar c¢izilmektedir. Bu
yontemde once 3-boyutlu diiz uzay-zamana nasil yatirliacagini belirleyen fonksiyonlarin
belirlenmesi ardindan uzay cinsinden ve zaman cinsinden bdlgeler i¢in ayrintili bir
analiz yapilmasi gerekmektedir. Tezde ¢Oziimiinii buldugumuz BTZ karadeligini de
iceren uzay-zaman bu a¢idan incelenebilir. Tezden sonra yapilmasi planlanan bir diger
calisma ise, Kisim 4.2.2°de ele alman metrigi kullanarak, Birkhoff teoreminin
gegerliliginin tezdekinden farkli bir metodla incelendigi ¢alismanin [69] sonuglart ile
tezde bulunmus olan sonuglarin karsilagtirilmasidir. Boyle karsilastirmali bir analizle,

tezde gelistirilen yontemin farkli kullanimlari i¢in yon gdsterecektir..
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EKLER

EK A. SCHWARZCHILD-ANTI-DE SITTER METRIiGIiNIiN HESABI:

dr?
1—kr?

ds? =—f(y)dt? + yz[ +r?d@? +r?sin? 0d¢2j+idy2 (A1)

metriginde yer alan f(w) fonksiyonu belirlenmesi igin Einstein Alan Denklemlerinin

olustulup ¢6ziilmesi gerekir.

Oncelikle metrik katsay1lar

- f(y) 0 0 0
2
Y 0 0 0
@-kre)
Oa = 0 0 y2r? 0 0 (A.2)
0 0 0 y2r?sin? o 0
0 0 0 0 L
f(y)
Jdagd B =5 ﬁ kosulunu saglayacak sekilde g”® katsayilari da
L 0 0 0 0
f(y) .
0 (A-kr’) 0 0 0
9" = g 1 (A3)
0 0 > 0 0 '
yr
0 0 5 21_ 5 0
y°resin© @
0 0 0 0 f(y)
olacaktir. Simdi
A _Lle 20 (5,© (5) g )
I'sc =297 \0g ' ep +0c 980 —Ob - Yae (A4)

2
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bagmtisindan Christoffel sembollerini hesaplayalim. 0, =d/¢t, 6, =d/or, 0, =0/086,
03=0/0¢p, 0,=0/0y olmak iizere Christoffel sembollerinin sifirdan farkli

bilesenleri;

o, 110
2 f(y)
L= kr N I :i , Tl =—(@A—krd)r , T'ss=—(A1—kr?)rsin?6
@—kr?) y
, 1 , 1 , .
IMM2==, T'aa=— , I'“s3=-sinfdcosd (A.5)
r y
1_‘31321 ) F323 =cot@d , F334 :1
r y
1 , f(y)y 4 2
o0 == f(y) f , Tha=- , Tl =—1f(y)r
SIORKY) e () ry
. 1 f'(y)
M3 =—f(y)riysin?@ , IMu=--—2
2 f(y)
seklindedir. Burada “ ' ; y’ye gore tiirevi temsil etmektedir.
() R*gep =0T 80 —9pI *8c + ol *ec —I'Facl™eD (A.6)

ifadesinden Riemann tansoriiniin bilesenleri

1
O = 1O s
1

IR %0 = > f/(y) f(y)yr?

IR0 :% f'(y) f(y)yr?sin?6o

1
(5)R04O4 _ E f H(y)

G)RLyy, — y? r(i[f k—rj)(y)] (A7)
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2.2 qin?2
ORL,, - YT S'(Z i[kz)_ f(y)
—kr

®R%33 = y2r*sin? gk — f (y)]

GRSt Y

2 f(y) @—kr?)
R f((yy))
O R3qs = — > f((y)) yr?sin?o

olarak hesaplanir. Riemann tansoriiniin bir kere biiziilmesiyle elde edilecek olan Ricci

tansori de

Ry =5 I 1)
OR,, f'(y)y +2f(y) -2k
@A—kr?)
Ry, =[f (y)y+2f (y) - 2k]r?
®IR,, = [f(y)y+2f(y) 2k]r?sin? @ (A.8)

bulunur. Ricci tansdriiniin bir kere daha biiziilmesiyle bulunan Ricci Skaler Egriligi

2 2

y y y

seklinde bulunur. Simdi Tag=0 alarak
(S)GAB:(S)RAB _%(5) SPN:! OR= —Asg ©) Opag + K52 (S)TAB (A.10)

alan denklemlerini yazabiliriz.
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3 f'(y) 3f 3k
0 | 2TW3TW e asty)
2y y y
’ 2 2
R A R e
2 y y y° ) (@—kr?) @-kr)
22) |-Ztr(y -2t W IOV K oz g 2y (A11)
2 y yo oy
(3-3) —Ef"(y)—z "'y _ f(gl) +L2 y2résin?@=—-Agy*r?sin?@
2 y y© oy
@-4) §ﬂmﬁji L
2.y y y“ ) f(y) f(y)

Hemen goriildigi gibi (0-0) ile (4-4) denklemi ve (1-1),(2-2),(3-3) denklemleri de
birbirinin aynidir. Bu denklemlerden herhangi biri f(y) fonksiyonunu hesaplamak i¢in
kullanilabilir. Kolaylik olsun diye (0-0) (veya (4-4) denklemi) ele alinabilir. Bu birinci

mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimii

2
f(y)=k+3|’—2—i2 (A.12)

y

sonucunu verir. Burada 4 ; bir sabit ve I* =-A/6 dir. k= +1,0,-1 degerleri i¢in metrigin
lic-boyutlu uzaysal kisminin geometrisinin sirastyla, kiire, diizlem ve hiperboloid

oldugunu ifade eder.

EK B. ZAR UZERINDE FRIEDMANN DENKLEMI:

Zarin w = 0 noktasinda bulundugu, Gaussal Normal koordinat sisteminde metrigi
ds® = —n?(t,w)dt® +a® (t,w)y;;dx'dx’ + dw? (B.1)

seklinde yazmak miimkiindiir. Burada
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0 0

vi=| O r? 0 (B.2)
0 0 r?sin?e

biciminde zar iizerinde uzaysal koordinatlarin metrigidir. Bu metrikten hareketle

Einstein Alan Denklemlerini hesaplayalim. Oncelikle metrik katsayilari

—n?(t,w) 0 0 0 0
2
a“(t,w)
0 0 0 0
~ (1—k|’2) (Bg)
G = 0 0 a(t,wyr? 0 0
0 0 a’(t,w)r’sin6 0
0 0 0 0 1

0xs9" =54 kosulunu saglayacak sekilde g”® katsayilari da

-n?(t,w) 0 0 0 0
2
0 Z (tkv‘z’)) 0 0 0
—kr
Ops = 0 0 1t 0 0 ®4
e a’(t,w)r?
0 0 0 _ 0
a’(t,w)r’sin®o
0 0 0 0 1

olacaktir. Simdi

1
IMec :E(S)QAD(aB(S)gCD +5c(5)95D _aD(S)gBC) (B.5)

bagintisindan Christoffel sembollerini hesaplayalim. 6, =0/dt, 6, =0/or, 0, =0/06,

03=0/0¢p, 0,=0/0W olmak iizere Christoffel sembollerinin sifirdan farkli

bilesenleri ;

Mo - MW o W) o atwatw)
n(t, w) n(t, w) nz(t,W)(l—krz)
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_at,wact, wr’ _a(t,wyat,wr’sin® 6

%; > B 5
n-(t,w) n-(t,w)

a(t, w) 1-kr?) a(t,w)
Mo =—@A-kr)r , Tlas=—@1-kr?)rsin’4 (B.6)
e = altw) 'y 1 . T%u = aw %33 =—sin@cos &

a(t,w) r a(t,w)
s = a(t, w) | 1 . Ix=cotd . T3 = a(t,w)

a(t,w) r a(t,w)
o0 = n(t,w)n'(t,w) , M = —w

@-kr9)

M2 =-at,wa't,w)r? , TI’s=-a(t,w)a'(t,w)r’sin’e ,

(13 (13RI

seklindedir. Burada ; Uye gore , ; W’ya gore tiirevi temsil etmektedir. Yazim

kolaylig1 i¢in bundan sonra kisaca a(t,w) =a, n(t,w) = n ile gdsterelim.
(®)RAgcp =0T 80 — 0T 6c + B0 e — T FBcT D (B.7)
ifadesinden Riemann tansoriiniin bilesenleri

a e,
(S)Rololz—z[—an+an+ann2]
n(L—kr<)

ar?
R0 = —[— an+an+ a’n’nz]
n

2 cin?
ar‘sin“or ..
©RO%03 = —[— an +an+a'n’n2]
n

(5)RO404 -nn"
a A
(5)R0114 = —2[3. n—an ]
n(l—kr<)
®IR%4 = [a'n —an’
2ain2
ar<sin“ @ -
GIRO [a'n—an’] (B.8)
n
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a‘r . ,
IR, = 5 5 [a2 a'’n? +kn?
n“(1-kr?)
2.2 02
a‘resin“@fJ. ,
(5)R1313 e P T a2 —a an +kn2]
n“(L-kr)
aa”
CIRY T
@-kr?)
2.4 a2
a‘rrsin“aj. ,
IR %33 =—2[a2 —a'2n? +kn?|

n
(5) R2424 — _aa!rrZ

O)R%434 =—a"ar?sin’ @

olarak hesaplanir. Riemann tansoriiniin bir kere biiziilmesiyle elde edilecek olan Ricci

tansori de
a n a nl al n”
a na na n
., .
®R, -3 _gha
“"“a “na
da aan aan’ 2a°
ORy =i~ + ~==-+2a"% +aa"- 2k (B.9)
n> n n n
n” 3a"
PRa ~ha

bulunur. Ricci tansoriiniin bir kere daha biiziilmesiyle bulunan Ricci Skaler Egriligi

" " 12 IA! s s )
(5)R=2[n_+3a +3a2 Lsan §a2+3ar;_ sz_ﬁ} (B.10)
n a a an a‘n“ an® a‘n° a
seklinde bulunur. Simdi T*g=diag (-p, p, p ,p, 0)S(w) alarak
(S)GAB:(S)RAB _%(S)QAB OR= —As © Oas + K5 (S)TAB (B.11)

alan denklemlerini yazabiliriz.
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a a a
(0-4) 3(1—""” j:o (B.12)
a an
(i-))
a2 2a aZ 2an ) 2au " a¢2 2 /n/ k A 5
2 7 a az_ an a‘7/ij ;+n+?+ an + Ky = 5a Yij TKs P
2 12 fat
(g 2,2 A Jar,an) gk _ 4
2 an a? an a’

Einstein Alan Denklemlerinin (0-4) bileseni integre edilirse,
a(t,w) = v(t)n(t,w) (B.13)

Bulunur. Daha sonra (0-0) bileseni w’ya gore, (4-4) bileseni t’ye gore integre edilince

“ilk integrali” verir:
A
(aa)? -v?a’-ka’+—2a*+C=0 (B.14)

Burada C integrasyon sabitidir. Diger yandan Israel Bagdastirma kosulundan,

!

2 ' 2
(n_j :KL(serZp) , (ij =Kip (B.15)
Nj)y 6 ay 6

bagintilart hesaplanir. Bunlari (B.14) denklemine yerlestirip, w=0 i¢in yazarsak,

. \2 4
a K A k C
HZ2=|20| =525 52,75 ° , ~ B.16

(aoj 36" "6 a? at (B.16)

Friedmann denklemi elde edilir. Sifir alt indisi, w=0 daki evrimi ifade eder.
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EK C. KILLING VEKTORLERI :

Bir £ Killing vektorii, Killing denklemleri olarak bilinen asagidaki denklemi saglayan

bir vektor alanini temsil eder.
ngaﬂ = ga;ﬂ o é:[:’;a =0 (C.1)

burada Lg Lie tiirevidir. Lie tiirevi, Oniine gelen geometrik biiylikliigin, & tanjant
vektoriine sahip kongiirans egrileri boyunca 6telendiginde nasil degisecegini ifade eder.
(C.1) de gosterilen Killing denklemi de, metrigin kongiirans egrileri boyunca 6telenmesi

durumunda degismeden kalacagmni, dolayisiyla Killing vektoriiniin tanjant oldugu

yoriingelerin, en azindan yerel olarak manifoldun bir simetrisini olusturacagini sdyler.

Killing denkleminin daha genel hali olarak

L:9up = Sap = Spa = Map (C.2)

yazilabilir. Bu durumda y bir skaler alan olmak iizere, yoriinge {lizerinde otelenirken
metrikteki degisimin kendisiyle orantili kalacaktir. y Olgek faktorii manifold tlizerinde
noktadan noktaya degisebilir. Bu en genel durumda Killing vektorlerine, dogrudan
metrikte degil de, egrilik iizerinde invaryant degisikliklere sebep oldugu i¢in Konformal
Killing Vektorleri denir. Eger y sifirdan farkli bir sabit ise bu durumda Killing

vektorlerinin homotetik oldugu sdylenir.

Killing vektorlerinin oldukga kullanmish bir 6zelligi de, verilen bir jeodezik boyunca
hareket sabitlerinin belirlenmesindeki roliidiir. u”; A afin parametreli bir jeodezigin

tanjant1 olsun. Killing vektorii ile U” *nin ¢arpimi1 jeodezik boyunca sabittir.

d (ar )@
& e )ore) .
=u”,u’&, +&, ,u“u’ =0
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Burada ikinci terim £, ., mn antisimetrik, u“u” *nin ise simetrik bir tansér olmasindan

dolay, simetrik ve antisimetrik tansdriin carpiminin sifir olmasi sebebiyle sifirdir. ikinci

terim ise yaygin olarak bilinen
XY +T%, % %" =0 (C.4)

seklindeki jeodezik denkleminin tanjant vektorii u“ = X cinsinden yazilmasiyla elde

edilen
u” u” =0 (C.5)
sebebiyle sifirdir. Dolayistyla Killing vektorii ile u® ¢arpimi hareket sabitini verir.
(Uarfa)= sabit = E (C.7)

Konunun fiziksel yorumu i¢in E.Poisson’un kitabinda [43] yer alan bir Grnege yer

verelim.
ds? = —A(r)dt® + B(r)dr?® + r?dQ? (C.8)

seklindeki statik, kiiresel simetrik bir metrigi géz oniine alalim. dQ’® = d@” +sin® &g

olmak iizere, metrigin Killing vektorleri

. OX“ « OX”
S = o) ) (C.9)

seklindedir. u” *nin tanjant oldugu jeodezikler lizerinde
E=-u,&; . L=-U,5; (C.10)
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biiyiikliikleri sabittir. Eger jeodezik zaman cinsinden bir jeodezik ise ve u“ da jeodezik
tizerinde hareket den bir tanecigin 4-lii vektori ise, E ve L sirasiyla birim kiitle basina

enerji ve agisal momentuma tekabiil eder.

Zar-evren modelleri s6z konusu oldugunda, (4.1) de verilen

2 _ o\ L2 A\ AGT NG A\ A2
ds® =—A (F)dt” + A; (Fdk'dx’ + A, (F)dr (C.11)

metrigi gibi statik bir bulk metrigi, (4.6-8)’de yapmis oldugumuz doniisiimle, zaman
cinsinden hiperyiizeyi temsil eden zar {lizerinde gegerli indiiklenmis metrige indirgenir.

Bu yiizey lizerinde, her noktada hiperyiizeye dik olan
(1) normalize edilmis
(i)  afin parametreli kongiirans egrilerine tanjant olan

(ili)  hiperylizey ile dik olarak kesisen
bir vektor alani ariyoruz. (4.6-8)’de doniisimlerinden, 4-boyutlu hiperyiizeye ile dik

olarak kesisen jeodeziklerin tanjant vektoriiniin bilesenlerinin
ut =e”* =(T,0,0,0,R) (C.12)

ile temsil edilecegini sdylemistik.n, ile jeodezige normal vektorii gostermek iizere,

u”n, =0 bagmtisini kullanarak,

LI (C.13)

g2 = Doy (C.14)
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bulunur. Bu durumda (C.12) ile verilen bilesenler arasinda iliski bulunur. Jeodezik
tizerinde Killing vektorii ile tanjant vektdriiniin ¢arpiminin sabit olmasini kullanarak,

(C.7)’den

uA:[E,O,O,O,i A°+E2] (C.15)
Ay

haline gelir. Burada E=E(zx') , u* ‘nin her bir integral egrisi boyunca hareket sabiti
olmakla birlikte, integral egrilerinin hiperyiizey ile kesistigi noktada (7"
parametrelerine baghdir. f =f; aninda f =R(f,) hiperyiizeyini gbz 6niine alirsak, (iii)

kosulu geregince, egriler hiperyiizey ile dik olarak kesisir ve (C.12) ve (C.15)’den

R e A’ A,
E=E(f,(r,w) = iR(r)\/AOZTZ AR (C.16)

elde edilir. Eger T parametresi

T? :A4+R2% (C.17)

4
saglayacak sekilde secilirse

E =+R(7) (C.18)
olarak alinabilir [71]

EK D. MAPLE 14 PROGRAM KODLARI:

Ek.D.1. 5-boyutlu alan denlemlerinin hesabi i¢in kullanilan kod:

ds? = —f (P)df? + £2(a(F)dR® + b(F)dy? + c(F)d2? )+ % df? metrigi icin diizenlenmis

formdadir. Diger metrikler i¢cin uygun degisiklikler yapilabilir.
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> with (tensor):

> coords:=[t,r, x, vy, z]:

g:=array (symmetric, sparse, 1..5, 1..5):
gll,1]:=(-f(xr)):9[2,2]1:=1/f(r):g[3,3]1:=(x"2) *a(r):
gld,4]:=(r"2)*b(r): g[5,5]:=(r"2)*c(r) :metric:=create([-1, -
11, eval(qg)):

> tensorsGR(coords,metric,contra metric,det met, C1, C2,
Rm, Rc, R, G, C):

> displayGR (Einstein, G) ;

Ek.D.2. Killing vektorlerinin hesabi i¢in kullamlan kod:
Bu kod Tablo.4.1 de gosterilen ikinci metrik i¢in yazilmistir. Diger metrikler i¢in benzer

sekilde uygulanabilir.

> with(DifferentialGeometry): with(Tensor) :with(Killing):
with (LieAlgebras) :

> DGsetup([t,x,v,z,r], P):

P > g:=evalDG(al0(r)*dt &t dt +al04 (r)*dt &t dr+ all(r)* dx
&t dx +al2(r)* dx &t dy+al3(r)* dx &t dz+ a22(r)* dy &t dy
+ a33(r)* dz &t dz+al2(r)* dx &t dy +al3(r)* dx &t dz +
2*a23(r)* dy &t dz + ad44(r)* dr &t dr);

P > K:=KillingVectors(qg);
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