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OZET

NOTRAL SiSTEMLERIN DINAMIK DAVRANIS ANALIZIi

Bu tez calismasi gecikmeli yapay sinir aglarinin 6zel bir tipi olan notral sistemlerin

dinamik davraniglarini incelemek amaciyla gerceklestirilmistir.

Gecikmeli yapay sinir aglarinin dinamik davranis analizi, literatiirde olduk¢a genis yer
tutan, pek ¢ok arastirmacinin iizerinde calistifi bir konudur. Bunun sebepleri arasinda
bu tip sistemlerin farkli uygulama alanlarinda, bir cok problemin c¢6ziimiinde
kullanilabilmesi, klasik bazi yoOntemlerin uygulanamadigi kimi durumlarda
uygulanabilmesi, modellerin analizi yapilirken hangi tip fonksiyonlarin kullanilacaginin
artik iyi bir sekilde tahmin edilebilmesi vb. gosterilebilir. Uygulama ve probleme gore

gecikmeli yapay sinir ag1 modelleri zaman igerisinde ¢esitlenmistir.

Notral sistemler diferansiyel denklemin her iki tarafinda da sahip oldugu gecikme ile
oldukca karmasik bir gecikmeli yapay sinir agi tipidir. Kararlilik analizinin
gerceklestirilebilmesi icin yiiksek matematik bilgisi kullanilarak olduk¢a uzun
islemlerin yapilmas1 gerekmektedir. Bu sekliyle dezavantajli gibi goriinen notral
sistemler, klasik gecikmeli yapay sinir aglarindan daha karmasik problemlere

uygulanabilmeleri gibi bir avantaja da sahiptirler.

Tez calismamizda, oncelikle klasik bir gecikmeli yapay sinir ag1 modeli alinarak
modelin global asimtotik robust kararlilig1 incelenmis ve bu sekilde notral sistemlere
gecis yapilmistir. Ardindan iki adet birbirinden farkli 6zelliklere sahip notral sistem
incelenerek global asimtotik kararliliklar1 icin yeterli sartlar bulunmustur. Tiim bu
kararlilik analizlerinde uygun Lyapunov fonksiyonlar1 kullanilarak ¢esitli teoremler elde
edilmistir. Ayrica ele alinan bu modeller disindaki genel modellerin analizi i¢in de yol

gostermeye caligilmistir.
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Elde edilen kararlilik 6zelliklerinin daha anlasilir bir sekilde ifade edilmesi i¢in ¢esitli
simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Simiilasyonlar cesitli parametreler degistirilerek
tekrarlanmis, her seferinde tezde elde edilen kriterlerin kararliligt sagladigi, diger
araliklarin kararsizliga neden oldugu goriilmiistiir. Boylece tez calismasi ismine uygun
olarak nétral sistemlerin dinamik davranig analizini gerceklestirmis, gerek genel olarak

gerekse ele aldig1 6zel modeller hakkinda cesitli kararlilik sartlar tiiretmistir.
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SUMMARY

ANALYSIS OF DYNAMICAL BEHAVIOUR OF NEUTRAL SYSTEMS

The work for this thesis is done to investigate the dynamic behaviour of neutral systems,

which are special types of delayed neural networks.

Dynamic behaviour analysis of delayed neural networks is a subject which finds itself a
wide place in literature and an important number of researchers study. Among the
reasons for this include the possibility of using this type of systems in different
application areas, and different problems, their applicability in some of the cases where
the classical methods cannot be used, the ease of predicting which types of functions to
be used when analysing models. Depending on the applications and problems, models

for delayed neural networks has varied in time.

Neutral systems are more complex delayed neural network types which have delays in
both sides of the differential equation. In order to analyse its stability, a great deal of
mathematical knowledge must be utilized and very complex operations must be done.
This seems to make neutral systems disadvantageous; on the other hand, they do
possess an advantage since they can be used in more complex problems than the

classical neural networks.

In the work for this thesis, first, a model for a classical delayed neural network model
was created and the global asymptotic robust stability of this model was investigated,
from there, the transition to neutral systems was made. Afterwards, two neutral systems
with different properties were observed and sufficient criteria are obtained for their
asymptotic stability. In all of these stability analyses, various theorems are obtained by
using appropriate Lyapunov functions. In addition, with the exception of investigated

models, significant effort was made to guide about the analysis of general models.
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Some simulations are implemented to make the stability analysis more comprehensible.
Simulations are repeated by sweeping some parameters and at every turn, it has been
seen that the criteria in the thesis provide stability while the other intervals cause
instability. So, the thesis work makes dynamic behaviour analyses appropriate to its title

and it produces various stability criteria in both general models and special models in it.
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1. GIRIS

En basit ve genel tanimiyla “6zellikle insan olmak iizere herhangi bir canlida bulunan
beyin ve sinir sistemlerinin Ozelliklerini modelleyerek, yapay olarak Ogrenebilen,
diisiinebilen, karar verebilen sistemler gelistirmeyi amaclayan bilgi isleme yontemleri”
olarak ifade edilebilecek yapay sinir aglari, genetik algoritma, bulanik mantik, uzman
sistemler, robotik, bilgisayarli gorii, dogal dil isleme, karinca kolonisi gibi kavramlar ile
birlikte yapay zekanin temel yontemlerinden birini olusturmaktadir. Ozellikle yakin
gecmiste yapay zeka uygulamalarinin artmasina paralel olarak yapay sinir aglarinin da
kullanim alanlarinin  ve gerceklestirdigi uygulamalarin sayist biiyiik bir artis
gostermistir. Yapay sinir aglari, giiniimiizde tip, savunma sanayi, finans ve bankacilik,
elektrik ve otomotiv gibi alanlarda goriintii isleme ve optimizasyon gibi problemlerin

cOziimiinde ¢cokga kullanilmaktadir.

Yapay sinir aglarinin kullanim alanlarinin ve uygulamalarinin ¢esitlenmesi, fakli yapay
sinir ag1 modellerine ihtiyag duyulmasina neden olmustur. Bu ihtiyacla beraber
Hopfield, Cohen-Grossberg, Lotka-Volterra, Hiicresel Yapay Sinir Aglar1 (HYSA veya
Cellular Neural Networks - CNN) gibi farkli yapay sinir ag1 modelleri ortaya ¢ikmustir.
Kullanildigi alan ve uygulamaya gore yapay sinir agi modelleri ile birlikte bu
modellerin denge noktasinin varlik-teklik ve kararlilik analizleri de farklilasmistir.
Ornegin yapay sinir a1, herhangi bir optimizasyon problemini ¢ozmek igin
kullaniliyorsa, bu durumda yapay sinir aginin, “global asimtotik kararli” olan tek bir
denge noktasina sahip olmasi istenir ve buna uygun olarak bir denge noktasinin varligi
ve kararlilik oOzellikleri arastirilir. Daha fazla sayidaki denge noktasinin varligi,
yanilgilara sebebiyet verebileceginden ¢oziim icin dezavantaj olacaktir. Ote yandan
cagrisimli bellek tasarimi igin kullanilan bir yapay sinir aginin ise birden ¢ok denge
noktasina sahip olmasi ve tam kararliliginin saglanmasi istenir. Boylece yapay sinir
aginda bir oriintii icin daha fazla bilgi depolama olanagi olusacaktir ve yapay sinir agi,
verilen herhangi bir oOriintiilye karsilik bellekte depolanmis iliskili Oriintiilerden birini

iiretebilecektir. Buna karsin, pek kullanilmasa da, bir giris Oriintiisiine bellekte



depolanmis sadece bir iliskili Oriintii ile cevap veren cagrisimlhi bellek sistemleri de

mevcuttur.

Yapay sinir aglarinin denge noktas1 ve kararlilik analizini etkileyen en onemli bilesen,
sistemin sahip oldugu gecikmedir. Teorik olarak yapay sinir agim olusturan ndronlar
arasindaki veri aligverisinin diger bir deyisle sinyal iletiminin kusursuz oldugu
varsayllmaktadir ancak gercek diinya uygulamalarinda boyle bir durum miimkiin
degildir. Yapay sinir aglarinin donanimsal olarak ger¢eklenmesinde noronlar arasindaki
sinyal iletimi sirasinda cesitli gecikmelerin oldugu gozlenmektedir. Yapay sinir
aglariin kararliligr incelenirken bu gecikmeleri ele alarak analiz yapmak daha gercekg¢i
bir yaklasim olacaktir. Yakin gecmiste pek ¢ok arastirmaci yapay sinir aglar {izerine
calismis ve farkli gecikmeye sahip olan farkli tipteki yapay sinir ag1 modellerinin denge
noktasinin  kararliik analizi  icin  cesitli  yeterli kosullar elde etmistir.

[1-27] referanslar ile ifade edilen ¢alismalar bunlardan yalnizca bazilaridir.

Hem durum denkleminde hem de tiirev denkleminde gecikme bulunan yapay sinir agi
tipi olarak ifade edilebilecek olan ve bu tez ¢alismasinin asil konusunu teskil eden nétral
tipteki yapay sinir aglarmin kararlilign ile ilgili yakin gecmiste cesitli caligmalar
yapilmis ve kimilerinde zamandan bagimsiz, kimilerinde ise zamana bagli yeni yeterli
kosullar tiiretilmistir [28—50]. Bu tez calismasinda, notral tipteki bazi yapay sinir agi
modelleri ele alinarak bu modellerin kararlilik analizleri gerceklestirilmis ve s6z konusu
modellerin  kararhiligi ile ilgili yeni kosullar elde edilmistir. Bu analizler
gerceklestirilirken Lyapunov Kararlilik Teoremi kullamilmistir. Ayrica bu kosullar
tiiretildikten sonra, elde edilen kosullarin uygulanabilirligini gostermek ve sonuglarin
literatiirde daha ©Onceden elde edilmis diger kararlilik kosullar1 ile karsilastirilip
avantajlarin1 ifade etmek icin sayisal Ornekler sunularak bu Orneklerin MATLAB

programinda simiilasyonlar1 gerceklestirilmistir.

Bu tez calismasinin igerigi su sekilde diizenlenmistir :

Genel Kisimlar baghikli ikinci boliimde, gecikmeli yapay sinir aglarindan ve ndtral

sistemlerden bahsedilerek, literatiirde son 10 yilda iizerinde calisilmis notral sistem



modelleri ve bu modellerin iizerinde gerceklestirilen kararlilik analizleri sistemlerin

daha iyi anlasilabilmesi amaglanarak incelenmistir.

Malzeme ve Yontem baglikli {iciincii boliimde dinamik sistemlerin kararlilik analizi
gerceklestirilirken faydalanilacak olan vektdr ve matris normlari, matris siniflart gibi
matematiksel kavramlar agiklanmistir. Ayrica dinamik yapay sinir aglarinin kararlilik
analizini gerceklestirmek amaciyla oncelikle kararlilik kavrami aciklanmus, kararlilik
cesitlerinden bahsedilmis, daha sonra bu analizleri gerceklestirmek i¢in kullanilan
yontemler (Lyapunov Kararlilik Teoremi, Hurwitz Teoremi, LaSalle’nin degismezlik
ilkesi) anlatilmistir. Bu boliimde, ayrica yapay sinir aglarinin kararliligimm etkileyen

faktorlerden biri olan aktivasyon fonksiyonlar1 ve ¢esitleri tizerinde durulmustur.

Tez calismasinin temelini, “No6tral Sistemlerin Dinamik Davranis Analizi” bashkh
dordiincii boliim olusturmaktadir. Bu boéliimde, tezde incelenen modeller verilerek bu
modellerin dinamik davranis analizleri gerceklestirilmistir. Bu analizler icin gerekli olan
varsayimlar, teoremler, matematiksel islemler verilerek elde edilen yeni yeterli

kararlilik kosullar1 sunulmustur.

Besinci boliim olan Bulgular bdliimiinde, elde edilen kararliik kosullarinin
uygulanabilir oldugunu ve bu kosullarin literatiirdeki diger kosullardan daha avantajli
oldugunu gostermek amaciyla cesitli sayisal ornekler verilmistir. Ayrica bu sayisal
orneklerin MATLAB programinda simiilasyonlar1 gergeklestirilerek kararlilik durumlari

cesitli grafiklerle gosterilmistir.

Son olarak Tartisma ve Sonug¢ boliimiinde tezde gerceklestirilen calismalar 6zetlenmis,
elde edilen kosullardan bahsedilmis, Bulgular kisminda verilen sonug¢lar yorumlanmus,
gerceklestirilen kararlilik analizlerinin farkli yapay sinir ag1 modellerine uygulanmasini
saglayacak  doniisimlerden ve ileride  gerceklestirilebilecek  calismalardan

bahsedilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde tez calismasinin anlasilabilmesi icin gerekli olan bazi temel kavramlardan

bahsedilmistir. Buna gore ilk olarak gecikmeli yapay sinir aglar1 ele alinarak, gecikme

kavram1 ve gecikme cesitleri anlatilmis ayrica her gecikme tipi i¢in farkli birer yapay

sinir ag1 modeli 6rnegi verilmistir. Daha sonra notral sistem kavrami ele alinarak bu

sistemlerle ilgili son yillarda incelenen modeller verilmis ve bu modeller iizerinde

yapilan kararlilik analizleri ile elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.

2.1. GECiKMELI YAPAY SiNiR AGI MODELLERI

Literatiirde ilk kullanilan yapay sinir ag1 modeli, Hopfield tarafindan 1980li yillarin

ortalarinda ortaya atilan zamana bagli oldukc¢a genel bir modeldir ve asagidaki

diferansiyel denklem ile ifade edilir [51]:

dxi(t
J;—t() = —cixi(8) + Xy aijf; (% () + w,

Burada,

n : sistemin icerdigi néron sayisi

X; : L. noronun durumu

¢; : i.noron i¢in sabit katsayilar

a;; : i. ve j. noronlar arasindaki agirlik katsayisi

fj :Jj. noron i¢in kullanilan aktivasyon fonksiyonu

u; : 1. noron i¢in giris degerleridir.

i=12,..,n (2.1)



Bu denklemin ifade ettigi sistemin denge noktast (veya noktalar1) genelde
x* = (x5,%5,...,x3)T seklinde gosterilir ve asagidaki dogrusal olmayan cebirsel

denklemin sabit ¢oziimii (veya ¢oziimleri) olarak tanimlanir :

x; = %(Z?zl al-j]j-(xf(t)) +u;) i=12,..,n (2.2)

Ayni denklemi vektorel sekilde yazmak istersek icerdigi ifadelerin durumlarina

bakmamiz gerekir.

x durumu hem ndron i¢in tammmli oldugundan n boyutlu bir vektordiir,
x = (xq,%p,...,x,)7 seklinde ifade edilebilir. f(x) aktivasyon fonksiyonlar1 ayni

sekilde her noron i¢in tanimli oldugundan n boyutlu bir vektordiir,

Fx) = (G, fo(x2), oo fr (xn))T seklinde ifade edilebilir. Bir yapay sinir ag
modelinde noronlarin hepsi ayni aktivasyon fonksiyonuna sahip olabilecegi gibi,
gruplar halinde boliinerek farkli aktivasyon fonksiyonlarina da sahip olabilirler veya her
noronun ayrt fonksiyonu olmasi da olas1 bir durumdur. u girisleri de her noron i¢in
tanimli oldugundan n boyutlu bir vektér olur ve u = (uy,uy,...,u,)" seklinde
yazilabilir. a;;, her i. ve j. noron arasindaki agirhgi temsil ettiginden n X n boyutlu bir
matris olur A = (a;j)nxn seklinde ifade edilebilir. Her ndron durumu igin tanimli bir
katsayr olan c;’ler, her asamada tek bir elemanin ilgili noron ile carpimini
saglayabilmek icin pozitif diyagonal bir matris olarak tanimlanir ve C = diag(c; > 0)

seklinde gosterilir.

Buna gore (2.1) sisteminin vektorel formu

dx(t) _

= =—Cx(0) + Af(x(0)) +u (2.3)

seklinde yazilabilir.



Dikkat edilirse, bu modelde herhangi bir gecikme parametresinin kullanilmadigi
goriilebilir. Ancak yapay sinir aginin gercekte donanimsal olarak gerceklenirken yapay
sinir agim1 olusturan noronlar arasindaki veri aligverisi sirasinda mutlaka gecikmeler
oldugu bilinmektedir. Bu ylizden yapay sinir aglar1 matematiksel olarak modellenirken
gecikme parametresi de eklenmekte ve analizler buna gore gergeklestirilmektedir.
Analizler gerceklestirilirken gecikmenin ilave edilmesinin diger bir nedeni de soz
konusu gecikmelerin yapay sinir agiin kararliligi iizerinde direkt olarak etkili
olmasidir. Gecikmeler, sistemin osilasyon yapmasina ve dolayisiyla kararli durumdan
kararsiz duruma gecmesine sebep olabilir. Bu yiizden kararlilik analizlerinin,

gecikmeler ile birlikte gerceklestirilmesi, daha gergek¢i bir yaklasim olacaktir.
Yapay sinir aglarina eklenebilecek zaman gecikmeleri {i¢ sekilde olabilir :

i.  Tim noronlar arasindaki gecikmenin ayni oldugu kabul edilerek modele eklenen

ve sabit bir say1 olan T gecikmesi.

Bir gecikmenin mevcut oldugu en basit yapay sinir ag1 modeli olarak ifade

edilebilir [52]. Genel olarak diferansiyel denklemi su sekilde olur :

dx;(t .
O = —ep(®) + Xy agfy(x(E—0) +uy, i=12,..,n (2.4)

Bu denklem, (2.1) ile verilen Hopfield yapay sinir ag1 modeline yalnizca 7 sayisi

eklenerek olusturulmustur.

Ayni sekilde bu denklem vektorel formu da Hopfield yapay sinir ag1 modelinin

vektor formuna gecikme eklenerek elde edilir ve asagidaki gibi yazilabilir :

dx(t) _
= —Cx(t) + Af(x(t — T)) +u (2.5)

Gecikmeyi sabit bir say1 olarak alan bu tip bir yaklasim, yapilacak kararlilik

analizleri agisindan kolaylik saglamaktadir. Bu yilizden siklikla kullanilmaktadir



il.

iii.

ancak noronlarin veri aligverisi sirasindaki gecikmelerin tamaminin esit olmasi
pratik olarak miimkiin olmadigindan cok gercek¢i bir yaklasim oldugu

soylenemez.

j. noronun diger tiim noronlarla arasindaki gecikmenin sabit oldugu diisiiniilerek

modele eklenen tek boyutlu 7; gecikmesi.

Asagidaki diferansiyel denklemle ifade edilebilir :

dx;i(t ,
’;—t() = —c;x;(t) + Z?zl al-jfj(xj(t — Tj)) +u, i=12,..,n (2.6)

Burada j, j. ndronun diger noronlarla arasindaki gecikmeyi ifade etmektedir.

Bu modeldeki gecikme, tek bir say1 degil, her noron i¢in bir say1 olacak sekilde

n elemanli bir vektordiir.

Ik yaklasima gore bir adim daha gercekci bir yaklasimdir. Her noronun
olusturdugu gecikmenin farkli oldugu kabul edilir. Ancak yine de bir néronun
diger tiim noronlarla olusturdugu gecikme sabit olarak kabul edildiginden

donanimsal ger¢eklemelerin durumu ile tam olarak uyusmaz.

Her noron cifti (i. ve j. noronlar) arasindaki gecikmenin farkli olabilecegi kabul

edilerek modele eklenen ¢ift boyutlu 7;; gecikmesi [53].

Asagidaki diferansiyel denklemle ifade edilebilir :

dxi(t .
J;—t() = —cx; () + Y= aijfj(xi(t =)+, i=12,..,n (2.7

Burada 7;, i. noron ile j. ndron arasindaki gecikmeyi ifade etmektedir.

Gecikme burada n X n’lik bir matris haline gelmistir.



Yapay sinir aglarinin donanimsal gerceklenmelerine en uygun yaklasimdir.

Ancak matematiksel olarak analizleri olduk¢a zorlastirir.
Her ii¢ durumda da gecikmenin 7 > 0 olmas1 gerektigi acikca goriilebilir.

Bu denklemlerin her birinde fonksiyonlar yalmzca gecikme parametresi olan
elemanlara uygulanmaktadir. Bununla birlikte hem gecikmesiz elemanin hem de
ayrica gecikme parametresinin oldugu elemanin modelde bulundugu durumlar
da olabilir. Bu sekilde gelistirilmis en genel yapay sinir agim ifade eden

diferansiyel denklem su sekildedir :

d%t) = —cixi(8) + X1 aifi (% () + Xy by fi (x5t — 1)) +

i=12,..,n (2.8)

Dikkat edilirse, her model, bir 6ncekinin daha gelistirilmis halidir ve amaci

gercek diinyadaki donanim uygulamalarina en uygun modeli olusturmaktir.

Yukarida incelenen gecikmeli modellerde, gecikme parametresi herhangi bagka
bir parametreye bagh degildir. Ancak donanim gerceklemelerine daha uygun
olmas1 amaciyla parametrelerin zamana baglh olarak degistigi ve bu modellerin
daha gelistirilmis hali olan modeller de s6z konusudur. Bu modeller “gecikmesi
zamanla degisen modeller” olarak adlandirilir ve en genel halinin diferansiyel

denklemi su sekildedir :

dj;;ft) = Cixi(t) + 27:1 Cll]f](x](t)) + 27:1 bl]f] (x] (t — Ty (t))) +u;,

i=12,..,n 2.9)



Gecikmesi zamanla degisen yapay sinir agi modelleri, gliniimiizde optimizasyon
problemlerinin ¢oziimii, paralel hesaplama, cagrisgmli bellek tasarimi, siniflandirma ve
analogdan dijitale doniistiiriicli tasarimi gibi pek c¢ok miihendislik uygulamasinda

kullanilmaktadir.

2.2. LITERATURDEKI NOTRAL SiSTEM MODELLERI

Notral tipteki yapay sinir ag1 modelleri 6zellikle son yillarda iizerinde c¢alisilan bir
konudur. Bu boliimde, tez calismasinda incelenen nétral sistem kararlilik analizlerinin
daha rahat anlasilabilmesi amaciyla 2000 yilindan sonra literatiirde iizerinde caligilan
modeller, bu sistemlerin kararlilik analizleri ve bu analizler sonucunda elde edilen

kriterler verilmistir.

Notral sistemler ile ilgili verilen ilk modellerden biri 2000 yilinda [54] ile verilen ve

asagidaki diferansiyel denklemle ifade edilebilen modeldir :

%(x(t) +c(t)x(t — ‘L')) +p®)x(t) +qt)x(t—0) =0 (2.10)

veya
= (x(®) + c(®x(t = 1) = —p(O)x(t) — q(O)x(t — 0)

Pozitif gercel T ve o’nin gecikmeyi ifade ettigi bu modelin asimtotik kararlilig1 {izerine

calisilmistir.

[55] ve [56] calismalarinda verilen modellere sirasiyla bakildiginda benzerlikler

gosterdigi goriilebilir:

= [x(®) = B Byx(t — h)] = Agx(t) + ZTL, Apx(t = hy), £20 @.11)

x(0) = ¢°, x(t) = g*(t), te[-h0)
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X(8) = XiZo Dix (¢ — hy) = XiZo Ax(t — h), (2.12)

x() =0@),  te[-h0]

Burada lineer gecikmeli nétral tipteki sistemlerin kararlilifi i¢in yeni Lyapunov-
Krasovskii fonkiyonlart sunulmustur. Gecikmeye bagli/gecikmeden bagimsiz kosullar,
LMI (Linear Matrix Inequality — Lineer Matris Esitsizligi) terimleri cinsinden elde

edilmistir. Cesitli doniisiimler ile bu modeller baska analiz ve sentezlere uygulanabilir.

Ayn sekilde, [57] ile verilen calisma, [58] ile verilen ¢alismadaki modeli gelistirmistir.
Her iki model sirasiyla asagidaki gibidir :

x(t) = Cx(t —h) = (A+AA)x(t) + (B+AB)x(t —h), t=>0 (2.13)
x(t) = 0(b), te[—h, 0]

x(t) — Cx(t — h(®)) = (A+ AA®))x () + (B + AB(1) )x(t — h(1)), (2.14)
x(to + 0) = 0(6), 6 € [-h,0], (to,®) € RT X C?

Bu modeller arasindaki onemli fark, birindeki gecikmelerin zamandan bagimsiz,

digerlerinin zamana bagli olmasidir.

[58]’de, Lyapunov yontemini kullanarak belirsiz noétral gecikme-diferansiyel
sistemlerinin asimtotik kararlilig1 icin yeni, gecikmeden bagimsiz yeterli kosullar
gelistirilmistir. Bu kosullar, daha az sinirlayict kogullar bulmak i¢in LMI terimleri ile
ifade edilmistir ve daha farkli durumlarda da uygulama alanmi bulabilir. [57]’de, [58]
calismasinda ele alinan model gelistirilerek, zamana bagli bir modele doniistiiriilmiis ve
Lyapunov  yontemi kullanilarak, zamana bagli gecikmesi olan belirsiz
notral-diferansiyel sistem sinifinin robust kararlilifi i¢in yeni, gecikmeden bagimsiz

kriterler gelistirilmistir.
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[59] calismasinda ele alinan model ise, benzer sekilde [57] calismasinda ele alinan
modelin gelistirilmis halidir. Bu calismada bir
durum-geri besleme kontrolorii bulma problemi iizerine calisilmistir. Bir Lyapunov
fonksiyonu kullanilarak matris esitsizlikleri cinsinden yazilan gecikmeye bagl kriterler

tiiretilmistir. Inceledigi model su sekildedir :

d
72 [x(®) = Apx(t = )]

= (A + AA(0))x(t) + (A1 + AAL(D))x (¢t — R) + (B + AB(D) )u(t)

x(s) =0(s), s€][—h,0] (2.15)

[60] calismasinda ele alinan ve kararliligi incelenen modeli ifade eden diferansiyel

denklem asagidaki sekildedir :
x(t) =Ax(t) + Ayx(t —h) + A,x(t—h) x(s)=0(s), s€[-h0] (2.16)

Burada x; = x(t +s), s € [—h,0] ve A € R™*™ ger¢el elemanh bir matristir. Burada
bir notral sistem sinifinin asimtotik kararliligi icin yeni bir kararlilik kriteri sunulmustur.
Orijinal sistem ¢esitli doniisiimlerle esdeger olan notral sistem formuna
donustiiriilmiistiir.  Ardindan, bagimsiz agirlik matrislerine sahip olan Lyapunov
fonksiyonlar1 olusturularak LMI formunda gecikmeden bagimsiz kararlilik kriterleri
tiiretilmis ve numerik ornekler ile, tiiretilen kriterlerin literatiirdeki diger ¢alismalardan

daha az sinirlayict oldugu gosterilmistir.

[61] calismasinda daha gelismis bir model ve s6z konusu modelin asimtotik kararlilig

incelenmektedir :
x(t) = [A+ AA(t)]x(t) + [B + AB(t)]x(t — h)+[C + AC(t)]x(t — T) 2.17)

[62] ve [63] ¢alismalarinda incelenen modeller sirasiyla su sekildedir :
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X (t) =

—a;ix;(t) + Y= wij1gj (xj(t)) + X0 wijag; (x5t — 1) + X diix (t—1) + gy

i=12,..,n x;(t) = 0;(t), —7<t<0
(2.18)

x(t) =
—a;x;(t) + X7, wi; f (xj(t)) + X0, wii g; (xj(t - h)) + 2= vij % (t — h)+b;

i=12,..,n x;(t) = 0:(t), —h<t<o0 (2.19)

[62] calismasinda iistel kararlilik iizerine galisilirken [63]’te global asimtotik kararlilik

icin gerekli kosullar elde edilmistir.
Notral sistemlerin olduk¢a genel bir modeli ve bu modelin kararhiligi [64]te
incelenmistir.

x(t) =Ax(@t) + Bx(t—1)+ Cx(t — 1) (2.20)

[65] ve [66] calismalarina bakildiginda da, modellerin birbirine benzedigi, ancak [66]

calismasinin daha gelismis bir modeli inceledigi kolaylikla gortilebilir.
x(t) — Cx(t — 1) = Ax(t) + Bx(t — h(®)) + f(x, (£),©) + g(x(t — h(D)),t) (2.21)
x(t) — Cx(t —13)

= Ax(t) + Bx(t — 1,(0)) + fr(x(®), 8) + fo(x(t — 11 (), 1) + f3(k(t —12), 1)  (2.22)

Her iki calisma da ele aldigr modelin robust kararliligr i¢in yeterli kosullar elde etmek
icin analizler gerceklestirmistir. [65]’te Lyapunov-Krasovskii fonksiyonlar1 ve bazi
serbest agirliklt matrisler kullanarak, zamana gore degisen gecikmesi olan notral tipteki

sistemler i¢in yeni, gecikmeye bagli robust kararlilik kriterleri elde edilmistir.
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[67]’de klasik yapay sinir aglarinda oldugu gibi notral sistemlerin de c¢ift yonlii
olabilecegi gosterilmistir. Incelenen ve global asimtotik kararliligr ele alinan model su

sekildedir :

% (t) = —apx;(¢) + X7L wyjig) (}’j(t - d)) + X w5t —h) + 1, i=12,...,n

yi(t) = =bjy;j(t) + Xl 159 (it = h)) + X1y vt —d) + ], j=12,..,m
(2.23)

Burada, x = (x1,%5,..,%,)T € R™ noéron durum vektorleri, W1 jir Wi T1jis T2ij»
t anindaki baglanti agirhiklari, I; ve J; dis girdilerdir. Bu model ile BAM (Bidirectional
Associative Memory — Cift Yonlii Cagrisimli Bellek Aglart — CBA) aglarinin kararliligi
icin yeni bir gecikmeye bagli kriter elde edilmistir. Calismada kullanilan yaklasim,
zamana gore degisen gecikmeleri olan BAM’ler icin kullanilabilecek sekilde

genellestirilebilir. Ayrica, sunulan kriterin etkinligi sayisal bir ornekle gosterilmistir.

[67] de incelenen cift yonlii modele benzer diger bir cift yonlii model [68] ile verilen

caligmada incelenmistir.
Xl(t) = —al-xl-(t) + Z;n:l lei f; (y](t - T)) + 27:1 Wzl]x](t - h) + [l', i = 1, W, n
yi(©) = —=bjy;(©) + Xy v 81 (xi (6 — 0)) + Xy v it — D) + ], j=1,..,m

(2.24)

[68]’de Lyapunov — Krasovskii fonksiyonlar ile birlikte integral belirsizlik teknigi
kullanilarak notral tipteki yapay sinir aglart i¢in asimtotik kararlilik analizi

gerceklestirilmistir.
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[69] calismasinda verilen model,
X(t) = Dx(t — 1) = Aggx(t) + A1ox(t —h(t)), t=0

x(t) = @(t), t € [-H,0] (2.25)

denklemi ile ifade edilen [70] calismasindaki modelin gelistirilmis halidir ve su

sekildedir :
%(t) — Dx(t — ) = [Ags + Dos ()]1x(1) + [A15 + A1, (D)]x(t — R(D)), t>0

x(t) =0(), te[—-H,O0] (2.26)

Her iki ¢alismada da zamana gore degisen durum gecikmeleri bulunan belirsiz anahtarli
notral sistemlerin global iistel kararliligr iizerine ¢alisilmistir. Sonuglarin gelistirilmesi
icin LMI ve Razumikhin-tipli yaklagimlar kullanilmistir. Sayisal simiilasyonlar ile, elde

edilen sonuclarin 6ncekilerden daha az sinirlayici oldugu gosterilmistir.

Diger bir notral sistem modeli [71] ¢alismasinda incelenmistir.

[1]

+ow) (6 x@®) + goy (8% (t — 1)) (2.27)

{X(t) = Co)X(t — 1) = Agey()x(t) + By (D)x(t — 7)
) =
x(ty +08) = ¢(0), VOe[—p, 0]

[71] de anahtarh bir notral sistem sinifinin kararliligi icin yeni kurallar elde edilmistir.
Anahtarli notral sistemler i¢in daha uygun olan parcali Lyapunov fonksiyonlari
kullanilarak kararlilik i¢in daha esnek, anahtarlama kurallart olusturulmustur. Bu
kurallar Lyapunov — Metzler LMI’lar cinsinden ifade edilmistir. Ana sonuglari

gosterebilmek icin simulasyon ornekleri verilmistir.

[72]’de incelenen model asagidaki gibidir :

S [x(®) + Cx(t — )] = Agx(e) + Ayx(t — h) + [°, G(O)x(t + 6)df, 20 (228)
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Bu problemin ¢oziilebilmesi zaman gecikmeli sistemlerinin bir sinift sunulmugstur. Ele

alinan modelin iistel kararlilig1 arastirilmagtir.

[73] calismasinda yeni Lyapunov-Krasovskii fonksiyonlar1 kullanilarak asimtotik
kararlilik problemi incelenen notral tipteki model asagidaki diferansiyel denklem ile

ifade edilmektedir :

% [x(t) + px(t —1)] = —ax(t) + b tanh[x(t — 0)] (2.29)

Bu c¢alismada kullanilan fonksiyonlar, orijinal denklemlerin nétral tipli doniistimlerine
es degerdir. LMI formunda gecikmeye bagli ve gecikmeden bagimsiz kosullar elde

edilmistir.

Benzer sekilde [74] ile verilen ¢alismadaki model su sekildedir :
% () = —cpxi(8) + 27:1 Wij 9g; (xj (f)) + 27:1 a;jgj(x;(t — 1))

x;(t) = 0;(b), —0<t<0

[74]’te gecikmeli yapay sinir aginin denge noktasinin varligi, tekligi ve global asimtotik
kararliligim1 garantileyen gecikmeye bagl kararlilik kosullari elde edilmistir. Bir LMI
yaklasimi gerceklestirilmistir. Ayrica elde edilen kosullarin etkinlik ve sinirlayiciligin

diger kosullar ile karsilastirmak icin sayisal ornekler verilmistir.

Oldukg¢a yakin bir gecmiste yayinlanan ve robust kararlilik {izerine analizler yapan [75]

calismasindaki model ve modeldeki bilesen ve varsayimlar asagidaki gibidir :

x(t) = —Ax(©) + Wy f(x(@®) + Wy f (x(t — h(t))) + Vx(t —7(t)) + b (2.31)
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Burada, n yapay sinir agindaki néronlarin sayisi, x(t) = [x;(t),...,x,(£)]T € R™
noron durum vektorii, f(x(t)) = [fi(1 (D), ., fu(2n(®))]T € R™ aktivasyon
fonksiyonlari, A = diag(a;), bir pozitif kosegensel matris, W; = (Wl-lj)nxn,
W, = (Wl-zj)nxn ve V = (V;j)nxn noronlarin agirhk katsayilarini temsil eden baglanti
matrisleri, h > 0 ve T > 0 aksonal sinyal iletim gecikmesinin sinirli hizidir. [75] te
saturasyon nonlineerligine sahip olan nétral tipli gecikmeli yapay sinir aglari icin yeni
bir gecikmeye bagh kararlilik kosulu tiretilmistir. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu ile,
daha az sinirlayict LMI kosullar tiiretilmistir. Sunulan kararlilik kosulunun verimliligi

iki sayisal 6rnek ile dogrulanmistir.

Bunlar disinda [76 -79] calismalarinda incelenen farkli modeller mevcuttur ve sirasiyla

asagidaki gibi ifade edilebilirler :

dx(t)
dt

dx(t—h)
dt

+D, + Agx(t) + Ayx(t —h) =0, t>0 (2.32)

Burada, denklemi ¢6zebilmek i¢in baslangic fonksiyonu bilinmelidir. Bu baslangi¢
fonksiyonlarinin [—h, 0] araliginda pargal1 ve siirekli oldugu kabul edilir. Bu ¢calismada,
istel kararhilik icin gerekli ve yeterli kosullar elde edilmeye calisilmistir. Calismada
tekli gecikmeli sistemler ele alinmistir ancak calisma, kolaylikla coklu gecikmeli

sistemlere uygulanabilecek sekilde genisletilebilir.
% [x(t) — E(o)x(t — )] = A(0)x(t) + A4 (0)x(t — 7) + By (a)u(®) + By (a)w(t)
x(t) =@(t) Vte][-1,0] (2.33)

Yukarida denklemi verilen [77] calismasinda belirsiz notral sistemlerin robust H,
analiz ve sentez problemi ele alinmistir. Uygun bir Lyapunov - Krasovskii
fonksiyonunun sec¢imi i¢in bir LMI tabanhh yaklasim tiiretilmistir. S6z konusu
yaklasimla elde edilen sonuclar H, problemlerinin analiz ve dizayni i¢in daha az
smirlayict sonuglar olusturmustur. Onerilen yontemin verimliligi, sayisal iki ornegin

literatiirdeki benzerleri ile karsilastirilmasi sayesinde gosterilmistir.
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[78]’de incelenen ve robust kararli oldugu gosterilen gecikmeli sistemin modeli
asagidaki gibidir.
5(8) = —ap(0) + Xy wh £ (5©) + Ty wh g (%(e = h(®)))
+Z§-‘=1yij5cj(t 7)) +b;, i=12,..,n
x;(t) = 0.(t), —max[h(t),7(t)] <t < 0 veya denk olarak

x(t) = —Ax(©) + Wi f(x(@®) + Wog(x(t — h(£)) + Vi(t —T(®)) + b (2.35)

[79] calismasinda,

9xi(ty) 0 9xi(ty) 7
% = Z;cn=1m(Dik xayky ) —ax;i(t,y) + 27:1 bi;fi(x;(t,y))

~ 6x'(t_ ly) .
+ 3 el (Gt — 1) + B hy 2P 4 Ly €0, i=12,..,n (2.35)

ile verilen modelin global iistel kararliligi icin gerekli kosullar elde edilmeye
calistlmistir.  Elde edilen sonuglar, zaman gecikmesinin boyutunda ve uzayin
biiyiikliigline baglidir. Bunlar cogunlukla gecikmeden ve uzaydan bagimsiz olanlara

gore daha az sinirlayicidir.
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3. MALZEME ve YONTEM

Bu boliimde, tez calismasi icerisinde amaca ulasmak icin kullanilan malzeme, arag ve
yontemler anlatilmistir. Bunlar tezin tamaminda kullanilan genel malzeme, ara¢ ve
yontemler ve dinamik sistemlerin kararlilik analizinde kullanilanlar olmak iizere iki

boliim halinde incelenmistir.

3.1. KULLANILAN GENEL MALZEME VE YONTEMLER

Bu boliimde vektor ve matrisler ile iligkili temel kavramlar; énemli oldugu diisiiniilen
matris siniflart ve bu matris siniflarina ait bazi 6nemli 6zellikler; vektor ve matris

normlart ile ilgili tantmlamalar verilmistir.

3.1.1. Normlar

Vektor ve matris normlart genel olarak dinamik yapay sinir aglarmin kararlilik
analizlerinde siklikla kullanildigi gibi, nétral sistemlerin analiz edildigi bu tezde de
kendisine yer bulmustur. Bu acidan bu boliimde vektor ve matris normlari anlatilmis,
ozellikleri verilmistir. Ayrica bu kavramlarin anlasilabilmesinde faydasi olacagi

diisiiniilen Oklit Uzay1 kavrami da agiklanmigtir.

3.1.1.1. Oklit Uzay:
X1, X3, X3, ..., Xp reel sayilar olmak iizere x = (xq,X5,X3,...,X,)" seklinde n-boyutlu
vektorlerin kiimesi, R™ ile gosterilen Oklit uzayini ifade etmektedir.

Bir boyutlu R ile gosterilen Oklit uzay tiim reel sayilar1 kaplar.

R™ uzayi ile ilgili 6zellikler su sekilde siralanabilir :
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e R™deki esit boyutlu vektorler, karsilikli bilesenler ilave edilerek toplanabilir ve
ayn1 boyutlu bir baska vektor olusturabilir.

e R™deki bir vektoriin bir skaler ile ¢carpimi, her elemanin s6z konusu skaler ile
carpimiyla elde edilen yeni bir vektordiir.

e R™deki iki vektoriin (6rnegin x,y) i¢ carpmm xTy =Y, x;y; seklinde
hesaplanan bir tamsayidir. ki vektoriin carpilabilmesi icin biri satir, biri siitun

vektori olmalidir.

3.1.1.2. Vektor Normlar

Herhangi bir X vektoriiniin normu [[x]l ile gosterilir ve asagidaki 6zellikleri saglayan

reel degerli bir fonksiyondur.

=0 x=0
s Sy e

llx]l, yalmzca x = 0 olmasi halinde 0; diger tiim durumlarda ise pozitif bir

sayidir.
e Vx,y €R"icin |lx +yll < x|l + [yl
e Va € RveVx € R"igin ||ax|| = |a|||x||

Herhangi bir x vektoriiniin p. normu su sekilde tanimlanir :

lxll, = (21 lP + |2 [P + -+ [, [P)VP, 1<p<oo

En sik kullanilan iic norm olan birinci norm ||x||;, ikinci norm (ya da diger adiyla Oklit

normu) ||x||, ve sonsuz norm |[x||, su sekilde yazilabilir:

lxlly = Clxal + || 4o+ [xn ) = Xy %]
llllz = (lacg 12 + oz + oo 4 |2 )2 = (xTx) V2

el = max Jx|
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lIxlle ve llx]lz x vektoriiniin 2 ayr1 p normu ise Vx € R™ i¢in

cillxlle < llxllg < czllxllg sartim saglayan c; ve c, pozitif sabitleri vardir.

n boyutlu gergel herhangi bir x vektoriiniin (x € R™) ¢esitli normlar ile ilgili asagidaki

gibi esitsizlikleri yazmak miimkiindiir.

llxllz < llxlly < Vi llxll
llxlloo < llxllz < vV llxllo

lxlleo < llxlly < vV llxlloo
p-normlariyla ilgili yazilabilecek diger bir esitsizlik Holder Esitsizligi’dir.

Su sekilde ifade edilir.

Vx,y € R" i¢in [xTy| < lxll, 1yll4, +%= 1 sartim1 saglayan p,q sayilar

1
14

mevcuttur.

3.1.1.3. Matris Normlar:

Reel elemanli ve m X n boyutlu bir A matrisinin p-normu su sekilde tanimlanir :

= sup Ve _ o,
ot P I e

A = (@jj)nxn matrisinin p = 1,2, o normlari su sekilde ifade edilebilir :
l4ll; = max; X2, [ay;]

14112 = [Amax (AT A)]Y?

Al = max; X7, |ay;|
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Herhangi m X n boyutlu bir A reel matrisi ve n X g boyutlu B matrisi i¢in

Al < VIl llAlle

1
= 14llw < 11All2 < VmllAlle

1
=14l < ll4ll; < VnllAll,

lIABI|l, < llAll,lIBIl, seklinde esitsizlikler yazmak miimkiindiir.

Normlar kullanilirken, genellikle sadece herhangi bir norm tarafindan saglanan ii¢ temel
ozellikten cikarilan sonuglarin o6zellikleri kullanilir. Bu gibi durumlarda p indisi,
normun herhangi bir p-normu olabilecegini belirtmek amaciyla, istenirse gosterim

sirasinda diisiiriiliir, yazilmaz.

3.1.2. Matris Smiflar:

Dinamik sistemlerin kararlilik analizleri gerceklestirilirken, sistemi ifade eden
diferansiyel denklemdeki her bilesen ayr1 bir 6nem arz etmektedir. Kullanilan
fonksiyonlarin cesidi, katsayilar gibi matrislerin sahip oldugu ozellikler de kararlilik

analizini direkt olarak etkileyebilmektedir.

Bu boéliimde dinamik sistemlerin kararlilik analizlerinde sik kullanilan bazi matris
siniflar1 tanmimlanmistir. Bu matris sinmiflarinin kararlilik analizindeki roliinden, tez

icerisinde, yeri geldikce bahsedilmistir.

e n X n boyutlu simetrik bir A matrisinin tiim 6zdegerleri pozitif veya 0 ise bu

matris pozitif tamimlidir. A > 0 seklinde gosterilir.

e n X n boyutlu simetrik bir A matrisinin baz1 6zdegerleri sifirdan biiyiik, geriye
kalam1 da sifira esitse (tim Ozdegerleri nonnegatifse) ise bu matris

pozitif yarttammlidir. A > 0 seklinde gosterilir.
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n X n boyutlu simetrik bir A matrisinin biitiin 6zdegerlerinin gercek kismi
sifirdan biiyiik ise bu matris pozitif kararlidir. Bu 6zellige sahip matrisler ayni

zamanda H-kararli matrisi olarak da adlandirilir. A € H seklinde gosterilir.

n X n boyutlu simetrik bir A matrisinin tiim 6zdegerlerinin gercek kismi pozitif
veya sifir ise bu matris pozitif vartkararlidir.
Bu 0Ozellige sahip matrisler aym1 zamanda  Hy-kararli matrisi olarak da

adlandirilir. A € H,, seklinde gosterilir.

Herhangi bir A matrisinin elemanlarinin a;; = 0 ve a;; <0 Ozelliklerini
tasiyorsa bu ozelliklere sahip A matrisi i¢in “Z,, kiimesinin bir elemanidir” denir

ve A € Z, seklinde gosterilir.

A matrisi Z, kiimesinin elemani1 olsun. Eger bu matris ayn1 zamanda pozitif
kararli ise, bu durumda bu matrise tekil olmayan M-matrisi denir ve A € K

seklinde gosterilir.
Bu matris sinif1 i¢in asagidaki kurallar gecerlidir :

A > 0 esitsizligini saglayan bir Y > 0 vektorii bulunabilir [80].
Asagidaki esitsizligi saglayan pozitif kosegensel bir D matrisi vardir [80].

qid; > Xj=1 dj|qi,-|, i=12,..,n

j*En

A matrisi Z, kiimesinin eleman: olsun. Eger bu matris ayn1 zamanda pozitif
yarikararli ise, bu durumda bu matrise M-matrisi denir ve A € K, seklinde

gosterilir.

n X n boyutlu herhangi bir A matrisinin kiyas matrisi C = {c;;} olarak ifade

edilirve ¢; = ay, ¢ = —|ai]-| olarak tanimlanir.
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Herhangi bir A matrisinin kosegen elemanlar1 a;; > 0 olarak verilmis olsun.
Eger A matrisinin kiyas matrisi, M-matris 0zelligi tasiyorsa bu durumda

A matrisine tekil olmayan H -matris denir ve A € C seklinde ifade edilir.

Herhangi bir A matrisinin kosegen elemanlart a; = 0 olarak verilmis olsun.
Eger A matrisinin kiyas matrisi, M-matrisi 0zelligi tasiyorsa bu durumda

A matrisine H -matris denir ve A € C, seklinde ifade edilir.
A, n X n boyutlu bir matris olsun. Eger A matrisinin elemanlari

a; > Z;-l=1|aij| i=1,..,n
JE!

esitsizligini sagliyorsa, diger bir deyisle soz konusu matrisin her kosegen
elemani, o satirdaki kosegen olmayan elemanlarinin mutlak degerlerinin

toplamlarindan biiyiikse bu matrise kesin kosegen satir baskin matris denir.
A, n X n boyutlu bir matris olsun. Eger A matrisinin elemanlari

aj; = 2?=1|aij| i=1,..,n
J#i

esitsizligini sagliyorsa, diger bir deyisle soz konusu matrisin her kosegen
elemani, o satirdaki kosegen olmayan elemanlarimin mutlak degerlerinin

toplamlarindan biiyiik esitse bu matrise kosegen satir baskin matris denir.

A, n X n boyutlu bir matris olsun. Eger A matrisinin elemanlari

a; > Z;-l=1|aﬁ| i=1,..,n
JE!

esitsizligini sagliyorsa, diger bir deyisle soz konusu matrisin her kosegen
elemani, o siitundaki kosegen olmayan elemanlarinin mutlak degerlerinin

toplamlarindan biiyiikse bu matrise kesin kosegen siitun baskin matris denir.
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e A, n X n boyutlu bir matris olsun. Eger A matrisinin elemanlari

a; = Z}l=1|aﬁ| i=1,..,n
J#i

esitsizligini sagliyorsa, diger bir deyisle soz konusu matrisin her kdsegen
elemani, o siitundaki kosegen olmayan elemanlarinin mutlak degerlerinin
toplamlarindan biiyiik veya toplamlarina bu matrise kosegen siitun baskin matris

denir.
Matris siniflarina ait, bilinmesinde fayda goriilen bazi 6zellikler sunlardir :

e Eger bir A matrisi €, eleman1 ise her zaman a > 0 olmak lizere al + A € C

olan bir a sabiti mevcuttur.

e 7, kiimesindeki bir matrisin kiyas matrisi kendisine esit oldugundan K, kiimesi

Cy kiimesinin bir alt kiimesidir.

e n Xn boyutlu bir A matrisinin kosegen elemanlar1 pozitif olsun. Eger A’ nin

kiyas matrisi tekil olmayan M-matris ise

dl-ail- > Z;'lzl d]|aﬂ|, i = 1,2, e, n
J#i

esitsizligini saglayan pozitif d,, 1i=1,.....,n katsayilar1 mevcuttur.

3.1.3. Aktivasyon Fonksiyonlar

Yapay sinir aglarinin kararliligini belirleyen etkenlerden biri, kullanilan aktivasyon
fonksiyonudur. Farkli tipteki yapay sinir ag1 modellerinde farkli tipteki kararliliklar
incelenirken kullanilan aktivasyon fonksiyonlar1 da farkli olacaktir. Ornegin Hopfield
yapay sinir ag1 modelinde denge noktasinin varliginin, tekliginin ve kararli olusunun
belirlenebilmesi icin kullanilan aktivasyon fonksiyonunun sinirli ve siirekli artan olmasi
faydali olacaktir. Ciinkii bu tip bir yapay sinir ag§ modelinde Lyapunov fonksiyonlari
daha kolay bulunur ve sistem parametreleri ilizerinde daha az kisitlama vardir.

Ancak her tiirlii problemde ayn1 tipte aktivasyon fonksiyonu kullanilamaz. Ornegin bazi
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optimizasyon problemlerinde sinirli olmayan ve siirekli artmayan aktivasyon
fonksiyonlarinin kullanilmasi daha iyi sonu¢ vermektedir. Denge noktasinin varligini
garanti eden smirli aktivasyon fonksiyonlarimin kullanildigi yapay sinir agi
modellerinde kararlilik analizi gerceklestirmek, sinirsiz aktivasyon fonksiyonlarinin

kullanildigr modellere gore cok daha kolaydir.

Litaratiirde daha Onceden gerceklestirilmis yapay sinir aglarimin kararlilik analizi

calismalar1 sirasinda kullanilan aktivasyon fonksiyonlar1 su sekilde siniflandirilabilir :

3.1.3.1. Svurlt Aktivasyon Fonksiyonlart :
Asagidaki sart1 saglayan aktivasyon fonksiyonlar sinirli fonksiyonlardir :
Il <M (=12..,n)

Burada M; pozitif sabitlerdir. Bu sart1 saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu

kiime f € B seklinde gosterilir.

3.1.3.2. Siirekli Artan Tiirevi Stnirli Aktivasyon Fonksiyonlart :

Asagidaki sarti saglayan aktivasyon fonksiyonlari siirekli artan tiirevi sinirh

fonksiyonlardir :

0 < i~ /i) <

.,  i=12..n Vx,yER, x*
p wy i n vxy x#y

Burada y; pozitif sabitlerdir. Bu sart1 saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu

kiime f € S seklinde gosterilir.

Fonksiyonun siirekli artan olmasi sinirlayici bir durumdur ve bir¢ok durumda kullanilan
aktivasyon fonksiyonunun karakteristigini ifade ederken yetersiz kalabilir. Bu nedenle

yapay sinir aglarinda kullanilacak aktivasyon fonksiyonlari kiimesini genis tutmakta
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yarar vardir. Daha genis tutulan bir aktivasyon fonksiyonu kiimesi, yapay sinir aglarinin

kullanildig1 uygulamalarda daha basarili olmasin1 saglayacaktir.

3.1.3.3. Azalmayan Tiirevi Simirli Aktivasyon Fonksiyonlart :

Asagidaki sarti  saglayan aktivasyon fonksiyonlar1 azalmayan tiirevi sinirh

fonksiyonlardir :

fix)-fi(»)
x=y

0< < Wi, i=12,..,n VX,yER, x+y

Burada p; pozitif sabitlerdir. Bu sart1 saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu

kiime f € K seklinde gosterilir.

K smifi, bir onceki maddede verilen S sinifindan daha genis bir kiimedir ciinkii daha
fazla aktivasyon fonksiyonu igerir. Ancak buna ragmen monoton artan bir 6zellige
sahiptir. Bu kiimedeki fonksiyonlarin kesin olarak arttig1 soylenemez ancak azalmadig
kesin olarak bilinmektedir. Bu da, bu fonksiyonlarin tiirevlerinin sifir ya da pozitif

olabilecegi anlamina gelmektedir.

3.1.3.4. Lipschitz Aktivasyon Fonksiyonlart :

Asagidaki sarti saglayan aktivasyon fonksiyonlart Lipschitz aktivasyon fonksiyonlari

olarak adlandirilir.

lfi(x) — i <wlx—yl, i=12,..,n, Vx,yER, x#Yy

Burada p; > 0 Lipschitz sabitleridir. Bu 6zelligi saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin
olusturdugu kiime f € L seklinde gosterilir. Bu tip aktivasyon fonksiyonlari, S ve K
sinifinda olmayip, tiirevi negatif olabilen aktivasyon fonksiyonlarindandir. Literatiirde

sikca kullanilmaktadirlar.
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Asagida yapay sinir aglarinin kararlilik analizlerinde siklikla kullanilan aktivasyon

fonksiyonlari tek tek ele alinarak tanimlari ve genel grafikleri verilmistir.

Ozdeslik fonksiyonu.:
f(x) = x seklinde ifade edilen fonksiyondur. Genel grafigi asagidaki gibidir [81].

S BRI CeE

[ =

T E RO R

Sekil 3.1: Ozdeslik fonksiyonunun genel grafigi
Sigmoid fonksiyon :

1
1+e—*

fx) = seklinde ifade edilir. Genel grafigi asagidaki gibidir [82].

Sekil 3.2: Sigmoid fonksiyonunun genel grafigi
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Tanh fonksiyonu :
2x_
f(x) = :2x+1 seklinde ifade edilir. Genel grafigi asagidaki gibidir [83].

Sekil 3.3: Tanh fonksiyonunun genel grafigi

Adim fonksiyonu :

falx) = {%) ;C ee,l;l seklinde tanimlanir. Genel grafigi asagidaki gibidir [84].

-0.5 0 0.5

Sekil 3.4: Adim fonksiyonunun genel grafigi
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Ikili adim fonksiyonu (esik fonksiyonu) :

1 >0
fx) = {0 g z 9§ seklinde tanmimlanir. Genel grafigi asagidaki gibidir [85].

Sekil 3.5: Esik fonksiyonunun genel grafigi

Parcali dogrusal fonksiyon :

1 v

2
f(x)=1v - % >v > % seklinde tanimlanir. Genel grafigi asagidaki gibidir

kO v< -2

[86].
1 I
0.
-0.5 0 05

Sekil 3.6: Parcali dogrusal fonksiyonunun genel grafigi
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Signum fonksiyonu :
-1 x<0

sgnx = 40 x = 0 seklinde tanimlanir. Genel grafigi asagidaki gibidir [87].
1 x>0

Sekil 3.7: Signum fonksiyonunun genel grafigi

3.2. DINAMIK YAPAY SiNiR AGLARININ KARARLILIK ANALIZINDE
KULLANILAN MALZEME VE YONTEMLER

Giiniimiizde pek cok alanda ve uygulamada kullanilan yapay sinir aglarmi farkl

kriterlere gore siniflandirmak miimkiindiir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.

e Mimari yapilarina gore siniflandirma (ileri beslemeli, geri beslemeli) :

lleri beslemeli yapay sinir aglarinda (IBYSA) noronlar giristen ¢ikisa dogru diizenli

katmanlar seklindedir.

Bir katmandan sadece kendinden sonraki katmanlara bag bulunmaktadir. Kendisine
veya daha oOnceki katmanlara bir geri doniis s6z konusu degildir. Yapay sinir agina
gelen bilgiler giris katmanina daha sonra sirasiyla ara katmanlardan ve cikis

katmanindan  islenerek  gecer ve daha sonra dis  diinyaya  cikar.

Geri beslemeli yapay sinir aglarinda (GBYSA) ileri beslemeli olanlarin aksine bir
noronun c¢iktis1 sadece kendinden sonra gelen néron katmanina girdi olarak verilmez.

Kendinden 6nceki katmanda veya kendi katmaninda bulunan herhangi bir noérona girdi
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olarak baglanabilir. Bu yapisi ile geri beslemeli yapay sinir aglari dogrusal olmayan

dinamik bir davranis gostermektedir [88].

e Ogrenme vyaklasimlarina gore siniflandirma  (danismanli, danismansiz,

destekleyici) :

Danismanli (veya Ogreticili) 0grenme sirasinda aga verilen giris degerleri icin cikti
degerleri de verilir. Ag verilen girdiler i¢in istenen c¢ikislart olusturabilmek i¢in kendi
agirliklarini giinceller. Agin ciktilart ile beklenen ¢iktilar arasindaki hata hesaplanarak
agin yeni agirliklar1 bu hata payina gore diizenlenir. Hata pay1 hesaplanirken agin biitiin
ciktilart ile beklenen ciktilar1 arasindaki fark hesaplanir ve bu farka gore her nérona

diisen hata pay1 bulunur. Daha sonra her néron kendine gelen agirliklart giinceller.

Danismansiz (veya dgreticisiz) 6grenmede aga 0grenme sirasinda sadece ornek girdiler
verilmektedir. Herhangi bir beklenen ¢ikti1 bilgisi verilmez. Giriste verilen bilgilere gore
ag her bir 6rnegi kendi arasinda siniflandiracak sekilde kendi kurallarini olusturur. Ag
baglant1 agirliklarin1 aymi 6zellikte olan dokular1 ayirabilecek sekilde diizenleyerek
ogrenme islemini tamamlar. Ornegin siiriiciisiiz bir akilli aracta kullanilan bir yapay
sinir ag1, disaridan herhangi bir 6rnek verilmeksizin zamanla “trafigin az oldugu giinler”
veya “trafigin yogun oldugu giinler” gibi kavramlar1 kendi deneyimlerine dayanarak

olusturabilir.

Destekleyici (veya 0diil ile) 6grenme yaklasiminda agin her iterasyonu sonucunda elde
ettigi sonucun iyi veya kotii olup olmadigma dair bir bilgi verilir. Bunlar durumun
avantajli olup olmamasina gore, oOdiil, ceza, yaptirnm giicii gibi degisik isimler
alabilirler. Ag bu bilgilere gore kendini yeniden diizenler. Bu sayede ag herhangi bir

girdi dizisiyle hem Ogrenerek hem de sonug c¢ikararak islemeye devam eder.

Ornegin satran¢ oynayan bir yapay sinir ag1 yaptign hamlenin iyi veya kotii oldugunu
anlik olarak ayirt edememesine ragmen yine de hamleyi yapar. Eger oyun sonuna
geldiginde program oyunu kazandiysa yaptigi hamlelerin iyi oldugunu varsayacaktir ve
bundan sonraki oyunlarinda benzer hamleleri iyi olarak degerlendirerek oynayacaktir

[88, 89].
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e (Ogrenme zamanina gore simiflandirma (statik, dinamik):

Statik 6grenme kuraliyla calisan yapay sinir aglar1 kullanmadan once egitilmektedir.
Egitim tamamlandiktan sonra ag istenilen sekilde kullanilabilir. Ancak bu kullanim

sirasinda agin {izerindeki agirliklarda herhangi bir degisiklik olmaz.

Dinamik 6grenme kurali ise yapay sinir aglarinin calistigi siire boyunca dgrenmesini
ongorerek tasarlanmistir. Yapay sinir egitim agsamasi bittikten sonra da daha sonraki
kullamimlarinda ¢ikislarin onaylanmasina gore agirliklarimi degistirerek calismaya

devam eder [88].

e Aktivasyon fonksiyonuna gore siniflandirma (dogrusal, sigmoid) :

Yapay Sinir Ag1 kullandig1 aktivasyon fonksiyonunun tipine gore de siniflandirilabilir.
Aktivasyon fonksiyonlarinin farkli tiirleri, Boliim 3.1.3’te agiklandigindan burada daha

fazla bilgi verilmeyecektir.

¢ Kullandig1 uygulama metoduna gore siniflandirma (kiimeleme, siniflandirma) :

Siniflandirma, ogreticili bir 6grenme tipidir, siniflandirmada amag verilerin belli bir
sinifa ait olup olmadiginin tespit edilmesidir. Kiimeleme ise 0Ogreticisiz bir Ogretme

kullanir. Kiimelemede amag benzer gruplarin bir topluluk olusturmasi saglanmasidir.

Bunlar gibi farkli ayrimlar yapmak da miimkiindiir ancak yapay sinir aglar1 arasindaki
en Onemli ayrim, sistemin sabit (herhangi bir gecikmesi yok) veya dinamik (gecikmeli)

olusudur.

Yapay sinir aglarin1 olusturan hiicrelerde agirliklarin sabit oldugu ve hiicrede geri
besleme ya da geciktirilmis sinyaller kullanilmadigi durumlarda bu hiicre statik bir
islevi gerceklestireceginden bu model, statik bir hiicre modeli olur. Ancak gercek diinya

uygulamalarinda girdilerin zamanlamasinin aym c¢izgi tizerinde olmadig1 ve gecikmeler
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yasanmasinin muhtemel oldugu gercegi bilinmekte oldugundan daha cok gecikmeli yani

dinamik hiicre modelleri tizerinde calisilmaktadir.

Notral sistemleri incelemeden once genel gecikmeli yapay sinir ag1 modelleri tizerindeki
analizleri ele almakta yarar vardir. Dolayisiyla, bu bdliimde, oOncelikle kararlilik
kavramindan ve cesitlerinden bahsedilmis, daha sonra da genel dinamik sistemlerin

kararlilik analizleri tizerinde durulmustur.

3.2.1 Kararhhik Kavrami

Daha once de belirtildigi gibi kullanildiklar1 farkli uygulamalara gore yapay sinir
aglarinin sahip olmasi istenen kararlilik 6zellikleri de c¢esitlenmektedir. Bu boliimde
once kararlilik kavraminin ve herhangi bir sistemin kararli olmasinin “ne anlama
geldiginin” aciklanmasi, daha sonra literatiirde yapay sinir aglari iizerinde incelenen

kararlilik ¢esitlerinin incelenmesi uygun goriilmiistiir.

Yapay sinir aglar1 dahil olmak iizere herhangi bir bilim dalinda, kararli bir sistemin en
genel tanimi “denge konumuna gitmeye egilimli veya denge konumuna ulagmis
sistemler” seklinde yapilabilir. Sistemlerin kararli olup olmayist genel bir kaninin
aksine, dis etmenlere baglh degildir, sistem kendi tepkisiyle denge konumuna gitmeye
egilimlidir. Dis etkenler, ancak herhangi bir sistemin dengeye ulagsma siiresini
degistirebilir. Kararlilik kavrami, gercekte siireklilik ifade etmesi kesin olan bir durum
degildir, ancak teorikte genelde bir sistemin kararli konuma gectikten sonra bir daha

kararsiz hale gecmeyecegi kabul edilir.

Bir sistemin kararli olarak ifade edilebilmesi i¢in sistemlerin en az bir denge noktasinin
bulunmasi gerektigi oldukga aciktir. Daha 6nce de belirtildigi gibi sistemin 6zellikleri,
kullanildigr uygulamalar gibi etkenler denge noktasinin sayisini ve aranan kararlilik

tiirtinii degistirebilir.

Yapay sinir aglari i¢in iizerinde calisilan kararlilik gesitlerinin bazilar1 ve denge noktasi

kavrami agagida verilmistir :
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Denge noktasi :
Her t>t, icin f(x,t)=0 sartim saglaniyorsa, bu durumda Xe igin

“x = f(x,t), x(ty) = x, sisteminin denge noktasidir” denir.

Kararlilik :

Bir dinamik sistemin belli bir denge noktasinin kararli olmasi, diger yoriingelerin s6z
konusu noktanin belli komsulugunda kalmasi olarak ifade edilebilir. Eger x, ‘nin her U
komsulugunda, x,’nin V (x(0) € V) ile baslayan her x(t) ¢6ztimiiniin her t > 0 igin
U’da kalmasini saglayan bir V € U komsulugu varsa bu durumda x, kararli bir denge
noktasidir. Burada x(t)’nin, x,’ye yaklasmasi gerekmez. Bu kararlilik ¢esidi bazi

kaynaklarda Lyapunov kararlilig1 olarak da isimlendirilir [90].

Diger bir sekilde, kararlilik asagidaki gibi de ifade edilebilir.
x, denge noktasi, her t, ve € >0 i¢in |xy — x| < &’nin  |x(t) — x| < € sartim
saglayacagl bir  6(g, ty) bulunabilirse kararlidir. (Burada x(t), nonlineer sistemin

¢Oziimiidiir.)

[) U

J

Sekil 3.8: Kararlilik

Asimtotik kararlilik :
Asimtotik kararlilik, kararlilhiga ek olarak denge noktasinin, komsulugundaki diger

yoriingeler ile uzun bir zaman limitinde bir ¢ekim etkisine sahip olmas1 olarak ifade

edilebilir.

Bir x, denge noktasi, kararlilig1 sagliyorsa, buna ek olarak da her x(0) €V igin

t - «’a giderken [x(t) —x, | = © seklinde segilebilecek bir V mevcutsa, asimtotik
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kararlidir [90]. Diger bir deyisle, asimtotik kararlilikta |x, — X | < 8(t,) olmasi

lim;_ e |x(t) — x, | = 0 olmasin1 garantiler.

Sekil 3.9 : Asimtotik kararlilik

Sunu 6nemle belirtmek gerekir ki, bir sistemin denge noktasi, yerel veya global
asimtotik kararlilik sagliyorsa, bu durumda s6z konusu nokta, sistemin tek denge
noktast olmak zorundadir. Buna gore birden fazla denge noktasi olan bir sistem igin

asimtotik kararlilik s6z konusu degildir.

Asimtotik kararlilik, kararliligin bir alt kiimesidir denebilir. Diger bir deyisle, kararl
olan her denge noktasi icin asimtotik kararhidir ifadesi kullanilamazken, asimtotik

kararli olan her noktanin kararl oldugu kolaylikla sdylenebilir.

Kesin kararlilik :

Bazi optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan yapay sinir aglarinin belli tek
bir aktivasyon fonksiyonu yerine, belirli 6zellikleri saglayan bir aktivasyon fonksiyonu
seti i¢in tek ve global asimtotik kararli denge noktasina sahip olmasi istenir. Bunun
gerceklesmesi saglanirsa, ornegin, sistem belirli bir sinifa ait olan her nonlineer sistem
icin tek ve global asimtotik bir denge noktasina sahipse bu durumda o sistem i¢in “kesin
kararli” (Absolutely Stable - ABST) ifadesi kullanilir. ABST 06zelligi tasiyan yapay
sinir aglarinin ideal bir karakteristige sahip oldugu ifade edilir. Bu yapay sinir aglari
kullanildiklart uygulamada herhangi bir aktivasyon fonksiyonu i¢in en optimal cevaplari
bulmaya  egilimli oldugundan  pek ¢ok uygulamada  olduk¢a talep goéren

sistemlerdir [91].
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Ustel kararlilik :
Bir x, denge noktasi, bir V komsuluguna sahipse ve her x(0) € V i¢in t — o’a giderken
|x(t) — x,| < e”%’yi saglayan bir pozitif a sayis1 bulunabiliyorsa iistel kararlidir. Ustel

kararli sistemler aym1 zamanda asimtotik kararli ve dolayistyla da kararhidir [90].

Buraya kadar verilen kavramlar kararlilik derecesine gore belirlenmis kararlilik
kavramlar1 idi. Bunun disinda farkli sekillerde kararlilik siniflandirmalar1 yapmak da

mimkundiir.

Global kararlilik :

Lineerlesme teoremi, dogrusal olmayan bir sistemin denge noktasindaki davraniglarinin
bircok durumda dogrusal sistemi andirdigimi gostermektedir. Bununla birlikte bu sonug,
lineerlestirme islemi basit bir islem degilse ya da yalnizca tek bir merkezi gosteriyorsa
cok saglikli bir sonug¢ alinmasimi saglayamaz, yalnizca belirli, yerel bir bolge i¢in dogru
sonuglart gosterir. Bu duruma yerel kararlilik denir. Yerel kararlilik durumunda yerel
minimuma yaklasan 1’den fazla denge noktasi olabilir ki bu da ¢ogu uygulama igin
istenen bir durum degildir. Bunun iistesinden gelmek i¢in, tek bir denge noktasi olan ve
global kararli olan yapay sinir aglar1 tasarlanmak istenir. Sistemin global kararli olmasi
demek, her noktadaki ¢oziimiiniin lineer sistemi andirmasi veya diger bir deyisle her

noktada kararli olmas1 demektir.

Yerel kararlilik, global kararlilik i¢in gerekli bir sarttir ancak yeterli degildir.

Bir sistemin global kararli olmas1 durumunda baslangi¢c kosullarimi belirlemeye gerek
yoktur ciinkii herhangi bir yerden baslayan yoriingeler de sonugta ayni tek denge

noktasina erisecektir. Bu denge noktasinin degigsmesi yalnizca dis etkenlere baglidir.

Literatiirde gerceklestirilen c¢alismalarda, Hopfield modelinde kullanilan baglanti
matrisinin kdsegensel kararli olusunun denge noktasinin varligini, tekligini ve global
kararli olusunu garantiledigi gosterilmistir. Ayrica negatif simetrik yari-tanimli bir
baglant1 matrisi kullanilmasinin bir Hopfield aginin global kararliligin1 garantiledigi de
ifade edilmistir, ciinkii global kararli demek, sistemin tiim c¢oziimlerinin kararli bir

denge noktasina yakinsamasi demektir. Fakat bu sekildeki bir baglanti matrisinin
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kullanimi, denge noktasinin tek ya da cok olmasi konusunda yorum yapilmasini
saglayamaz. Bu konuda yorum yapilabilmesi i¢in iki parametrenin daha belirlenmesi
gerekir. Bu parametreler, aktivasyon fonksiyonlarinin karakteristigi ve ndoronlar

arasindaki baglant1 katsayilarinin degerleridir.

Global kararlilik analizinin temel amaclarindan biri, yapay sinir aglarinin global
yakinsakligini saglayan ve genellikle g6z Oniine alinan yapay sinir ag1 modelinin sistem
parametreleri arasinda iligski kuran kosullar1 elde etmektir. Ancak bu kosullarin elde
edilmesi oldukca zor ve karmasik analizler gerektirmektedir. Bunun nedeni de yapay

sinir aglarinin dogrusal olmayan diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanmasidir.

Global kararlilik, kararliligin derecesine gore degil, etki alanina gore yapilan bir

siniflandirmadir.

Kararlhilik siniflandirma sekillerinden biri de sapmalardan etkilenip etkilenmemesidir.

Bununla alakal1 olarak robust kararlilik kavrami agiklanmistir.

Robust kararhilik :

Yapay sinir aglarinda ¢ogunlukla osilasyon, kararsizlik gibi durumlara sebep olan
zaman gecikmelerinin oldugu goriilmiistiir veya daha iyi ve dogru sonug elde edebilmek
icin modellere zaman gecikmesi eklenerek inceleme yapilmistir. Iyi tasarlanmis bir
yapay sinir aginda zaman gecikmelerinin etkisi yok edilse bile, dis etkenler, model
olustururken gerceklestirilen hatalar ve parametre inis-¢ikislarindan olumsuz
etkilenmemek olas1 degildir. Bu yilizden 6zellikle zaman gecikmesi isin i¢ine girdiginde
yapay sinir aglarin robust kararliligim1 saglamak onemlidir [92]. Robust kararlilik bir
yapay sinir aginin hi¢cbir sapmadan etkilenmemesi demektir. Tiirkce’de kelime anlami
dayanikli veya giiclii olarak ifade edilen robust kelimesi, kararlilikla bir arada

kullanildiginda kelime anlamina uygun bir sekilde gii¢lii bir kararliligi ifade eder.

Bir sistemin sahip oldugu kararlilik o6zelliklerinden bahsedilirken genelde yalnizca
“robust kararl1”, yalmizca global kararli” veya “asimtotik kararli” demek yeterli olmaz.
Bunun yerine kararlilifin hem derecesi, hem etki alan1 hem sapmalardan etkilenip

etkilenmedigi belirtilerek  “global asimtotik kararli”, “global iistel kararli” veya
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“asimtotik robust” kararli gibi tanimlamalar yapmak daha uygun olur. Bunlar arasinda
en cok arananlardan bir tanesi global asimtotik kararliliktir (global asymptotic

stability-GAS).

3.2.2. Dinamik Sistemlerin Kararlilik Analizi

Bir dinamik sistem incelenirken, bu sistemin denge noktasinin kararli olmasi,
kullanildigr uygulamanin istenilen sonucu vermesi acisindan oldukca biiyilk 6nem
tasimaktadir. Bu a¢idan bu boliimde dinamik nonlineer sistemlerin kararlilik

analizlerinin nasil gergeklestirildigine dair bazi bilgiler verilecektir.

Dogrusal olmayan bir dinamik sistem asagidaki denklem kiimesi ile ifade edilebilir :

%, (80) = fi(x1(®), %2 (0), ..., %, (D))
%2(0) = f2 (21 (8), x5 (2), ..., % (1))

X (8) = fo (%1 (8), %2(0), ..., % (1))
Bu dinamik sistem daha kisa olarak
xi(t) = fi(xl(t),xz(t), ...,xn(t)), i=12,..,n

seklinde de yazilabilir.

Sistemi, x = (xl(t),xz(t),...,xn(t))T durum vektorii seklinde alinarak asagidaki

vektorel formda yazmak da miimkiindiir.

x = f(x)

Bu durumda, f(x*) = 0 kosulunu saglayan bir sabit x* vektorii, diger bir deyisle bu
vektoriin elamant olan noktalar, bu dinamik sistemin denge noktalarini olusturmaktadir.

Cogu uygulama alaninda dinamik sistemlerin denge noktasinin tek olmasi
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istenmektedir. Bu da X = f(x) esitliginin denge noktas1 olacak sekildeki ¢oziimiiniin
tek olmasi anlamina gelir. Bu ¢6ziimiin tek olmasi icin f(x) fonksiyonu tizerinde bazi
kisitlamalar bulunmalidir. Oncelikle ele alinmasi gereken bir ¢oziimiin varhiginin
kontrol edilmesi gerekir. En azindan bir ¢oziimiin bulundugundan emin olduktan sonra
bu ¢oziimiin tek olup olmadig arastirilir. Bir ¢6ziimiin bulunabilmesi i¢in yeterli bir
kosul f(x)’in tiim argiimanlarinin zamana gore siirekli olmasidir. Ancak en az bir denge

noktasinin varligini garantileyen bu kosul, ¢6ziimiin tek olmasini1 garanti etmez.

x = f(x) sistemi analiz edilirken genel olarak fonksiyonun Lipschitz oldugu varsayailir.
Bir f(x) fonksiyonun Lipschitz siirekli olmasi x ve y vektorleri igin asagidaki

esitsizligi saglamasina baghdir :

If () = fFOIl < Lllx =l

Bu esitsizlikte L pozitif bir sabit sayidir ve Lipschitz sabiti olarak adlandirilir.

Dinamik sistemlerin analizleri gerceklestirilirken islemleri sadelestirmek ve
basitlestirmek amaciyla baz1 kabuller gerceklestirilmektedir. Ornegin ¢ogunlukla denge
noktasinin orijinde oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayim olduk¢a mantiklidir ¢iinkii
hem herhangi bir denge noktasini, degiskenleri degistirme yolu ile kolaylikla orijine
otelemek ve islemleri basitlestirmek miimkiindiir, hem de bu sekilde yapilan bir
analizde orijinin kararli ¢ikmasi halinde, oOtelenen noktanin da kararli olacagi

garantilenebilir.

Dogrusal olmayan dinamik bir sistemin denge noktas1 x*, t > 0 i¢in herhangi bir pozitif

¢ icin asagidaki esitsizligi saglayan bir § olmasi durumunda kararhdir.

Ix(0) =x*ll <6 - llx(®) —x"ll <e
S6z konusu x* denge noktasi, asagidaki esitsizligi saglayan bir § olmast durumunda ise

asimtotik kararlidir.

Ix(0) =x*| <& = limee x(t) = X
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Genel olarak dinamik yapay sinir aglarinin denge noktasinin kararlilik analizi yapilirken
tic adet yontemden yararlanilir. Bunlar, Lyanupov Kararlilik Teoremi, Hurwitz

Kararlilik Teoremi ve LaSalle’nin Degismezlik Ilkesi’dir.

3.2.2.1. Lyanupov Kararlilik Teoremi

Yapay sinir aglarinin denge noktasimin kararliligi genellikle, bir pozitif enerji
fonksiyonunun tanimlandigr ve bu fonksiyonun zamana bagh tiirevinin incelendigi
Lyapunov yontemiyle elde edilir. Enerji her daim pozitif bir deger oldugundan, bu
yontemde kullanilan fonksiyon da pozitiftir. S6z konusu fonksiyonun tiirevi elde
edildikten sonra bu tiirevin degerine gore kararlilik analizi yapilir. Bu teorem
Lyapunov’un Direkt Metodu olarak adlandirilir. Bu metodun iistiinliiklerinden biri
denge noktasinin kararlilik 6zelliklerini, sisteme ait karmasik diferansiyel denklemleri

cozmeden belirleyebilmesidir.

Lyapunov teoremi ile yapay sinir aginin kararlilik analizinin yapilabilmesi, uygun bir
fonksiyon bulunabilmesine baglidir. Ancak giinlimiizde hala uygun bir Lyapunov
fonksiyonu bulmak i¢in her zaman ise yarayan gecerli bir yontem bulunmamaktadir. Bu
yiizden bazi durumlarda fonksiyon bulunamaz. Fakat bu durumda incelenen yapay sinir
aginin kararsiz oldugu anlamina gelmez, yalnizca bagka bir yontemle incelenmesinin

daha dogru olacagi anlamina gelir.
Lyapunov Kararlilik Teoremi asagidaki gibi ifade edilebilir :

x(t)=f (x(t)) sisteminin denge noktasi x* = 0 olsun. Burada f(0) = 0 oldugunu

varsayalim.

Lyapunov fonksiyonu olarak ele alinan V(x(t)):R” — R pozitif tanimli, siirekli ve
tiirevlenebilir bir fonksiyon olmalidir. Bu sekilde uygun bir fonksiyon bulundugunu
varsayalim. V(x(t)) fonksiyonunun zamana gére tiirevi olan V(x(t)) asagidaki gibi

ifade edilir :
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V(x(©)) = Bk, T (6 = Ziy HEDfi(x(0) = ZE £ (x(1)

x* = 0 denge noktasinin kararliligi, V(x(t))fonksiyonunun ve tirevinin degerlerine

gore su sekilde belirlenir :
V(0) =0 veVx(t) # 0iken V(x(t)) > 0 olmak iizere

V(x(t)) < 0, Vx(t) € R™ ise denge noktasi x* = 0 kararlidr.
V(x()) < 0, Vx(t) # R™ ise denge noktasi x* = 0 asimtotik kararlidr.

V(x(t)) > 0, Vx(t) # 0 ise denge noktasi x* = 0 kararsizdr.

3.2.2.2. LaSalle’nin Degismezlik Ilkesi

Lyapunov Teoremi’nin daha genel bir hali olan LaSalle’nin Degismezlik ilkesi su

sekildedir :

e x(t)=f (x(t)) sistemi i¢in denge noktasi x* = 0 olsun. V(x(t)): D — R orijin
civarindaki D kiimesi iizerinde tamimli, tiirevlenebilir, pozitif tamimli bir
fonksiyon olsun. Ayrica D kiimesi icerisinde V(x(t)) < 0 sart1 saglaniyor olsun.

Buna gore asagidaki gibi tanimli bir S kiimesi oldugunu varsayalim.

S ={x(®) e D|V(x(t)) = 0}

Bu kiime igerisinde orijin disinda hi¢bir ¢oziimiin sonsuza kadar kalmayacagini

varsayalim. Buna gore orijin asimtotik kararlidir.
o x(t) =f(x(t)) sistemi i¢in denge noktasi x* =0 olsun. V(x(t)):R” - R
stirekli, tiirevlenebilir, pozitif tammli ve radyal simrsiz (||x|| = oo iken

V(x(t)) — 00) bir fonksiyon olsun. Ayrica V(x(t)) < 0 sart1 saglaniyor olsun.

Buna gore asagidaki gibi tanimli bir S kiimesi oldugu varsayilsin.
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S = {x(t) € RMV(x(¢)) = 0}

Bu kiime icerisinde orijin disinda hi¢bir ¢oziimiin sonsuza kadar kalmayacagini

varsayalim. Buna gore orijin global asimtotik kararhidir.

LaSalle’nin Degismezlik Ilkesi ile gerceklestirilen kararlilik analizlerinde kullanilan
fonksiyonun pozitif tanimli olmasi gerekmez. Ancak pozitif tanimli fonksiyonlar ile

kararlilik analizi gerceklestirmek daha kolaydir.

3.2.2.3. Hurwitz Kararlilik Teoremi

x=0, x(t) = f(x(t)) ile tanimlanan sistemin denge noktasi olsun. Buna gore

xt)=f (x(t)) sisteminin x = 0 civarinda lineerlestirilmis modeli su sekildedir :

_ o)

e (Bu modele gore A, x(t) = f (x(t)) sisteminin Jacobiani’dir.)

x=0

Bu durumda x(¢) = f(x(t)) sisteminin orijininin kararliliginin A’ya asagidaki sekilde

bagli oldugunu sdyleyebiliriz :

xt)=f (x(t)) sisteminin orijini, A’nin tiim 6zedegerlerinin reel kisminin negatif ya

da sifir olmasi durumunda kararlidir.

x(t) = f(x(t)) sisteminin orijini, A’min tim 6zedegerlerinin reel kismi negatif ise

asimtotik kararlidir.

x(t) = f(x(¢)) sisteminin orijini, A’min reel kismi pozitif olan en az bir dzdegeri

olmasi halinde kararsizdir.

Bu ii¢ teoremden biri (¢cogunlukla Lyapunov Teoremi) kullanilarak dinamik yapay sinir
aglarmin kararlilik cesitleri icin (global kararlilik, global asimtotik kararlilik, robust
kararlilik vb) i¢in gerekli olan kriterler bulunur. Teoremin dogru secilmesi ve dogru bir

sekilde uygulanmasi burada biiyiik onem tagimaktadir.
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4. NOTRAL SISTEMLERIN DINAMIiK DAVRANIS ANALIZi

Bu tez calismasinin amaci notral sistemlerin - dinamik davranig analizini
gerceklestirmektir. Bu amagcla toplamda ii¢ adet model incelenmis ve kararlilik
analizleri gerceklestirilmistir. Incelenen ilk model, nétral olmayan klasik gecikmeli bir
yapay sinir ag1 modelidir. Bu modelde bir ndronun digerleri ile arasinda olusturdugu
gecikme miktar1 sabit olarak varsayilmis ve dolayisiyla tek boyutlu bir gecikme ele
alinmistir. Bu modelin incelenme sebebi, analizlere genel bir giris yapabilmektir.
Incelenen ikinci ve iigiincii modeller nétral modellerdir. Bu sekilde hem gecikmeli bir
yapay sinir agt modelinin, hem de notral modellerin kararlilik analizi
gerceklestirilmistir. S6z konusu analizler yapilirken cesitli matematiksel kavramlardan
ve Lyapunov kararlilik teoremlerinden faydalanilarak her model icin yeni yeterli
kararlilik kosullar tiiretilmistir. Daha sonra bu kosullar, 6nceden elde edilen kararlilik
kosullar ile karsilastirilmis ve elde edilen kosullarin daha az sinirlayici, dolayisiyla
daha avantajli oldugu gosterilmistir. Bu karsilastirmalar1 yapabilmek amaciyla cesitli

sayisal ornekler ve simiilasyonlar gerceklestirilmistir.

4.1 GENEL DINAMIK YAPAY SINiR AGI MODELI

Bu tez kapsaminda ele alinan ve kararlilik analizi gerceklestirilen genel dinamik yapay

sinir ag1 modeli su sekildedir [93].

d);;ft) = —Cixi(t) + Z;-l=1 aijf}' (x] (t)) + Z}l:l bl]fj] (x] (t - T])) + U;

i=12,..,n (4.1)
Burada, n néron sayisini, x;(t) i. néronun ¢ anindaki durumunu, f;(.) aktivasyon

fonksiyonlarini, a;; ve b;; sirasiyla ¢ ve t — 7; anlarinda j. ve i. noronlar arasindaki

baglantilari, 7; j. norondan i. ndrona bir sinyal gonderilirken ihtiya¢ duyulan zaman
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gecikmesini, u; sabit girdileri, ¢; i. ndéronun yiiklenme hizin1 ifade etmektedir. Burada

tek boyutlu bir zaman gecikmesi ele alinmastir.

Bu denklemdeki bilesenlerin her biri, x(t) = (x;(t), x,(t), ...,xn(t))T durum vektori,
C =diag(cy,¢cy, ..., ¢) bir pozitif diyagonal matris, A = (a;j)nxn, baglanti matrisi,
B = (bij)nxn gecikmeli baglanti matrisi, u = (uy,uy, ..., u,)" sabit girdi vektorii olarak
ifade edilecek sekilde vektorel formlara sokuldugunda s6z konusu dinamik yapay sinir

ag1 sisteminin denklemi

x(t) = —Cx(t) + Af (x(®) + Bf (x(t — 7)) + u 4.2)

seklinde yazilabilir.

Ayrica a;j, b;; ve ¢; nicelikleri ile ilgili asagidaki esitsizlikler verilebilir.
C={C:0<C<C<C(C ie, 0<c=<c=<¢}

AI = {A A <AL A, i.e., QU < aij < EU} (43)

Daha sonra denklemdeki aktivasyon fonksiyonlari ile ilgili asagidaki sart ele alinir :

fi)-fi)

u;’ler bazi pozitif sabitler olmak {tizere f; fonksiyonlarinin 0 < y

< i
i=12,..,n, Vx,y€R, x=#y kosullarin1 sagladig1 varsayilirsa bu fonksiyon sinifi

f € K olarak ifade edilir.
Kararlilik analizini gerceklestirebilmek i¢in asagidaki lemmalar1 vermekte fayda vardir.
Lemma1[12]: A€ 4, ={A:A<A< Z} ise bu durumda herhangi bir pozitif diyagonal

P matrisi icin PA+ ATP < PA* + A*TP + ||PA, + ATP||,I esitsizligi gecerlidir. Burada
« _ 1= _ 1= ’
A"=-(A+4), ve A, =-(A-A)dr
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Lemma 2 [11] : B € By := {B:B < B < B} ise bu durumda herhangi bir pozitif diyagonal
P matrisi icin ||B||3 < ||B*||3 + ||B.||3 + 2||BT|B*||l, esitsizligi gecerlidir. Burada

B* =%(§+§), ve B, =%(§—§)’dlr.

(4.1) sisteminin denge noktasini x* olarak isimlendirelim. Bu noktanin kararliligini
incelemek icin Oncelikle noktayi, orijine oteleyecek doniisiimler yapmak (4.1) sistemin,
sadelestirelim. Orijine Oteleme islemi kararlilik analizine herhangi bir zarar vermez,
clinkii orijin i¢in yapilan islemler diger noktalara da kolayca uygulanabilir. Ayrica bu
oteleme islemi matematiksel islemleri basitlestireceginden kararlilik analizini de
basitlestirir. Bu agidan da tercih edilen bir yontemdir.

Buna gore, z;(.) = x;(.) —x;, i =1,2,..,n doniisiimii yapilarak, denge noktasit orijine
taginir. Denge noktasini orijine tagimak kararlilik analizi icin herhangi bir sorun teskil
etmez, clinkii orijine tasindig1 haliyle sistemin denge noktasinin kararli ¢cikmasi, orijinal
sistemin denge noktasinin da kararli olmasi1 anlamina gelecektir. Bu doniisiimden sonra

z;(.) asagidaki sekilde tiiretilir :
Zl(t) = —Cl‘Zl'(t) + 2?21 al]g] (Z](t)) + 27:1 bl]g](Z](t - Tj)), i=12,..,n
veya

2(t) = —Cz(t) + Ag(z(t)) + Bg(z(¢t — 1)) 4.4)

Bu denklemler (4.1) ve (4.2) denklemleri ile ayn1 yapidadir.

Burada,

z(t) = (z1(8), 2, (1), ---,Zn(f))T, g(z()) = (91(21(-)). 92(22()), --wgn(zn(-)))T’dir-
Ayrica, gi(z(\)) = fi(z; () +x{) — fi(x]), i=12,..,ndir

g, fonksiyonunun f tizerindeki tiim kabulleri sagladigi kolaylikla dogrulanabilir. Buna
gore (4.1) sisteminin denge noktast olan x*’in kararlilik analizini yapmak yerine,
doniistiiriilmiis sistem olan (4.4)’lin orijininin kararlilik analizini yapmak ayni1 anlama

gelecektir.
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(4.1) ile verilen yapay sinir aginin robust kararliligr ile ilgili kosullar su sekildedir :

Teorem 4.1.1 : f € K oldugu varsayilsin. Buna gore, (4.3)’tii saglamak kosuluyla
verilen yapay sinir a8 modeli (4.1), asagidaki sartt saglayan  bir
P = diag{p1,p3, ---, Pn} pozitif diyagonal matrisinin mevcut olmasi halinde tek ve

global asimtotik robust kararli bir denge noktasina sahiptir.

Q=2PCA™" — PA* — AP — ||PA, + ATP||,1 - 2||P||z\/(||B*||§ + IB.II5 + 21IBT [B*[lI2)] > 0

Burada, A = diag(uq,ty, .., tn), A" = %(Z + A), A, = %(Z — A), B* = %(E + Q)

ve B, ==(B —B)dir.

Ispat : (4.1) ile ifade edilen yapay sinir aginin tek bir denge noktasi oldugunu
gosterebilmek icin, (4.4) ile ifade edilen sistemin orijininin (4.4)’iin tek denge noktasi

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Buna gore, (4.4) icin su esitlik ele alinsin.
H(z) =—-Cz+ Ag(z) + Bg(2) 4.5)

Bu denklemde durumlart tek tek inceleyelim.

Burada z = 0 ise, H(z) = 0 olacaktir. z # 0 ve g(z) =0 ise, bu durumda C’nin

pozitif kbsegensel bir matris olmasi sebebiyle H(z) # 0 olur.

Geriye kalan z # 0 ve g(z) # 0 oldugu durumu incelensin. Bunun i¢in P bir pozitif
kosegensel matris olsun. (4.5) ile ifade edilen denklemin her iki tarafim1 297 (2)P ile

carpildiginda

29T (2)PH(2) = =297 (2)PCz + 297 (2)PAg(z) + 297 (2)PBg(2)
= —-29T(2)PCz+ gT(z)(PA+ ATP)g(z) + 29T (2)PB(2) olur.

Lemma 1°den PA+ ATP < PA* + A*TP + ||PA, + AT P||,I oldugu biliniyordu.

Buna gore,
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9T (2)(PA+ ATP)g(2) < gT(2)(PA* + A*'TP + ||PA, + ATP||,1)g(2) (4.6)

olur.

Ayrica, 29T (2)PBg(z) < 2||IP|I,11Bll2llg(2)||3 yazilabilecegi de agiktir.

Lemma 2, ||B||5 < ||B*||3 + I|1B.I5 + 2||BT|B*|||, anlamina gelmektedir. Bu da

29" (2)PBg(2) < 2IIPlloy/ (I1B*1I3 + IIB.1I3 + 21IBT1B* |2 DIl ()13 (4.7)

olmasin1 saglar.

Ayrica asagidaki denklemin saglandigi da kolayca goriilebilir.
—29"(2)PCz = =251 picigi(z)z; < —2g" (2)PC N\~ 1g(2) (4.8)
(4.6)-(4.8) kullanilarak, (4.5) asagidaki esitsizlikleri saglar.

29" (2)PH(2) < —g"(2)(2PCA™ = PA" = A"TP)g(2) — g" (2)(IIPA, + ATPIl.Dg(2)

=[IPll/1B*113 + lIB.1I3 + 2I1BI 1B*[llllg ()13
=—9"(2)29(2)

0> 0ise, g(z) # 0i¢in, 29T PH(z) < 0 elde edilir. Bu da, tiim g(z) # 0 i¢in H(z) # 0
olmasi ile devam eder. g(z) # 0, z # 0 olmast anlamina geldiginden her z # 0 i¢in
H(z) # 0 ve yalmizca z = 0 oldugunda H(z) = 0 olmasi ile sonuglanir. H(z) = 0,
(4.4) sisteminin bir denge noktas: oldugundan, (4.4) sisteminin orijininin tek denge

noktasina sahip oldugu sonucuna varilabilir.

) > 0 durumunun (4.4)’iin orijininin global asimtotik kararli olmas1 anlamina geldigini
gostermekte fayda vardir. Oncelikle asagidaki pozitif tammli Lyapunov fonksiyonu

tanimlansin.

V(z(D) = 2T (Oz(0) + 2a T, [ pigi(s)ds + (ay + B By ), 97 (z(O)S

Burada p;,a,f ve y bazi pozitif sabitlerdir. (4.4) sisteminin yoriingeleri iizerindeki

fonksiyonun zamana gore tiirevi asagidaki gibidir :
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V(z(®)) = =227 (©)Cz(t) + 22" (£)Ag(2()) + 22" (t)Bg(z(t — 1))
—2ag"(z(t))PCz(t) + 2ag” (2(t))PAg(z(t))
+2ag” (2(1))PBg(2(t — 1)) + ayllg(z(E)I3 — ayllg(z(t — D)II3
+BllgNIIZ — Bllg(z(t — D)II (4.9)
Buna gére

—z"(t)Cz(t) + 22" (DAg(z(D) < g" (2(D)ATCT Ag(z(D)) < IAIIZNCT 2 llgz(ENIIE (4.10)

—zT(£)Cz(t) + 22T (£)Bg(z(t — 7)) < g7 (z(t — 7))BTC*Bg(z(t — 1))

< IBIZIIC™ I2llg(z(t — )3 (4.11)

IBII5 < II1B*|I5 + IB.1I5 + 2[IBI [B*|I, ve 4115 < [1A*115 + 1AL 115 + 2[1AT A",
(Lemma 2) olur. (4.10) ve (4.11) sirasiyla su sekilde yazilabilir :

—2"(0)C2(t) + 22" (DA (2(6)) < (A1 + 14115 + 2IATIA D g el (4.12)
—zT(6)Cz(t) + 2zT (t)Bg(z(t — 1))

< (IB*113 + IB.IZ + 21BT 1B 1) Ilg (z(¢ = )13 (4.13)

Ayrica asagidaki esitsizlikler yazilabilir :
2ag" (z(t))PBg(z(t — 1))
< 2al|PlI Bl Nlgz@)l2llg(z(t = )2
< allPl, 1Bl (g (z®)|]; + gzt — D)D)
< allPllo/(IB*1I5 + IB.1I3 + 211 BT 1B*1112) lg (2 (t — )13
+allPlly/(IB*1I5 + IB.1I5 + 211BT [B*[I1)lg (z(t)1I3 (4.14)
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2ag7(2(£))PAg(z(t)) = ag™ (z(t))(PA + ATP)g(2(1))
< ag”(z())(PA* + A"TP)g(2(1))

+ag™(z(®))IIPA. + ATP|l,g(2(D)) (4.15)

—2ag”"(z(t))PCz(t) < —2ag™(z(t))PCAz(t) (4.16)

(4.12)-(4.16) kullanarak (4.9)’un asagidakileri ifade ettigi soylenebilir.

V(z(D) < (1413 + 1413 + 214714 ]| 9 () |2
+(IB*113 + 18113 + 21BT 1B 1) ]|¢ ]| 9 (2t — )II2

—2agT(z(t))PCA1g(z(D))
+ag”(z(t))(PA* + AP + ||PA. + ATP|,)g(z(t))

+alIPll+/(IBTE + 1B.13 + 2IBT 1B |9 (2(®) ||,
+al|Plloy/(1B*T3 + 1.1 + 2IBT1B o) || g (z(t — D)

+ay|lg(z®) |, - arlla(zt = D)l + Bllg(z) II; - Blg (e = )

B =B 13 + 11BN + 2IBI 1B ID|CH, v = PN/ AIB*NIZ + NIB.IIZ + 21IBT1B7ll2)
ve Ba = (1413 + 4113 + 21147147 [lI)[|c 7|, oldugu varsayilsin Buna gore V(z(t))

asagidaki gibi olur :

V(2(®) < Ba+ B9 (2O} - 2ag” (2(£))PC A~ g(2(1))
+ag”(z(0))(PA" + A'TP + ||PA, + ATP|2)g(2(D))

+2allPllo/(I1B*1I3 + lIB.1I3 + ZIIB*TIB*I||z)||g(Z(t))||§

Bu da asagidaki esitsizliklerin saglanmasi1 anlamina gelir.

V(2(®) < Ba+ B g(z®)|; - ag” (2(t)) g (2(®))
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< Ba + Bg(zD)| — atm (@]l g(z(0) |12

Batp

&2 @

se¢imi, V(z(£)) nin her g(z(t)) # 0 icin negatif tanimli olmasim garantiler.

Buna gore, g(z(t)) =0 vez(t) #0ise V(z(t)) asagidaki formda olur :

V(z(0)) = =227 (©)Cz(t) + 22" (£)Bg(2(¢t — 1)) g(z(t — 1)) — ayg" (z(t — 1)) g(2(t — 1))

< —22"(6)C2(t) + 227 (t)Bg(2(t — ) — B||g(z(t — D)

B = (IB"113 + 1B.113 + 21IBT1B"lI,)]|C |, igin (4.14) asagidaki esitsizlige doniisiir.

~22"(£)Cz(t) + 227 (1)Bg(2(t — ) — Bl|g(z(t = D)} < 0

Bu durumda, V(z(t)) < —z7 (¢£)Cz(t) olur. Bu da tiim z(¢t) # 0 ve g(z(t)) = 0 durumu

i¢in V(z(t)) < 0 anlamina gelir.

g(z(®) = 0 ve z(t) = 0 durumu ise
V(z(®) = —Bg"(2(t — 1) g(z(t = 7)) —ayg" (z(t — 1)) g(z(t — 1)) olmas1 ile

sonuglanir.

Agikca goriillmektedir ki, tim g(z(t — 7)) # 0 i¢in V(z(t)) negatif tammlidir. Bu da,
V(z(¢)) degerinin yalmzca z(t) = g(z(t — 7)) = g(z(t — 7)) = 0 olmas1 durumunda 0’a

esit olmasi, diger durumlarda ise negatif olmasi anlamina gelir.

V(2(®)) {: g 2(t) = g(2(0) = g(2(t =D)) =0

diger durumlar

Ayrica, [|z(t)]| > o olmast halinde V(z(t)) - o oldugundan V(z(t)) radyal sinirsizdir.
Bu, (4.4) sisteminin orijininin global asimtotik kararli olmasi anlamina gelir.
(4.1) sisteminin global robust kararliligi [13-15] arasinda belirtilen referans caligmalarda

incelenmistir ve su sonuclar tiiretilmistir.
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Teorem 4.1.2 [13] : f € K oldugu varsayilsin. Buna gore, verilen yapay sinir agi
modeli, agsagidaki sart1 saglayan bir P = diag{p,, p,, ..., Pn} pozitif diyagonal matrisinin

mevcut olmasi halinde global asimtotik robust kararhdir.
Y =2PCA™ 4+ S = 2|IPll,(IB*l2 + 1IB.lI2)I > 0

Burada, 4 = diag(uy, dz, - bn), S = (Sijdnxns  Sii = —2piQi, L # ],

— — 1= 1= ) 1
sij = —max(|p;a;; + p;a;l), B = E(B +Q) ve B, = E(B —Q) dir.

Teorem 4.1.3 [14] : f € K oldugu varsayilsin. Buna gore, verilen yapay sinir agi
modeli, asagidaki sarti saglayan bir P = diag{pi,ps, --,Pn} pozitif diyagonal

matrisinin mevcut olmasi halinde global asimtotik robust kararlidir.
W =2PCA™ — PA* — AP = 2||P|l,lIAllo1 = 21IP Il (1B |l + lIB.lI2)I > 0

Burada A* =%(Z+A), A, =%(Z—4), B* =%(§+§), B, =%(§—§) ve

A =diag(uy, Uy, -, hy) dir.

Teorem 4.1.4 [15] : f € K oldugu varsayilsin. Buna gore, verilen yapay sinir agi
modeli, asagidaki sarti saglayanq;, i=1,2,..,n pozitif sabitlerinin mevcut olmasi
halinde global iistel robust kararlidir.

ci

=l = n * n R
a; (_ui - al-i) — Y= — Yo ab; >0, i=12,..,n
JE!

Burada, a;; = max {laij|, |ai;|} ve bj; = max({|b;;|, |Eij|}’d1r.
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4.2. NOTRAL YAPAY SiNiR AGI MODELLERI

Bu tez kapsaminda yapilan caligmalarda, biri bolim 4.1°de ele aliman dinamik yapay
sinir agindan elde edilmis, digeri bagimsiz olmak {izere iki adet notral sistem modeli

incelenmis ve bu modellerin kararlilik analizi yapilmstir.

4.2.1. Notral Yapay Sinir Ag1 Modeli - 1

[k olarak asagidaki denklem ile tanimlanmis, nétral yapay sinir ag1 sistemi goz Oniine

alinmastir [94].

5 (6) + By ey (¢ = 1) = —d; () [ Ce) = Z0oy ayi fy (x5) = T by (25 = ) + ),
i=1,..,n (4.17)

(4.17) denkleminde n, agdaki noronlarin sayisini, x;, i. néronun durumunu, d;(x;)
yiikseltgenme fonksiyonlart kiimesini, c;(x;), (4.17) ile belirtilen sistemi sinirli hale
getirecek fonksiyon kiimesini, a;; sabiti, agdaki ndron baglantilarinin biiytikliigiini, b;;
sabiti, t(t) gecikme parametresi ile birlikte agdaki néron baglantilarinin biiyiikliigiinii,
e;; katsayilar, gecikmeli durumlarin zamana gore tiirev katsayilarini, f;(.), ndron

aktivasyon fonksiyonlarini ve u;, bazi harici girisleri ifade etmektedir.

S6z konusu modelin kararlilik kosullarim1 elde edebilmek icin ilk olarak d;, ¢; ve f;

fonksiyonlar1 hakkinda literatiirde siklikla kullanilan kabulleri vermekte fayda vardir.

A di(x), i=12,..,n fonksiyonlar1  siirekli  smirli  fonksiyonlardir ve

0 <m; <d;(x) < M;,Vx € R sartin1 saglayan pozitif m; ve M; sabitleri mevcuttur.

ci(x)=ci(y) _ lci(x)—ci)l <
= <,

A c;(x) fonksiyonlari siireklidir  ve 0<y; < y P

i=12,..,n Vx,y €R, x+#Yy sartimsaglayan pozitif y; ve 1; sabitleri vardir.

Aj: aktivasyon fonksiyonlart Lipschitz fonksiyonlaridir. |f;(x) — fi(y)| < L;|x — y|,

Vx,y €ER, x#y, i=12,..,n sartin1 saglayan pozitif L; > 0 sabitleri vardir.
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(4.17) ile tanimlanmis nétral sistemin denge noktasimin global kararliligl i¢in yeni
yeterli kosullar bulmaya calisilirken ilk olarak (4.17) sisteminin denge noktasi orijine
tasinir. x* = [x], x5, ..., x;]7"nin (4.17) nin bir denge noktasini oldugu varsayilsin. Bu
durumda z(t) = x(t) — x* doniisiimii gerceklestirilerek, x* denge noktasi orijine
tasinmis olur. Buna gore (4.17) ile ifade edilen nétral tipteki sistem asagidaki gibi

yeniden yazilabilir :

Z () + Xy e 2t — 1) = ay(z,()) — [—ﬁi(zi(f)) +X=1a:;9; (Zj(t)) +

Siibygj (5 - D)], i
(4.18)

Ayn1 model asagidaki kompakt formda da yazilabilir.
2O +Ez(t — 1) = a(z(®))[-B(z(®)) + Ag(2(D)) + Bg(z(t — 1))] (4.19)

Bu denklemde,

2(6) = (20, 2(0), .. 22OV, g(2(0) = [91(21(D), 92(22(©)), o, G (22 )]
9(z2(t =) = [g1(22(t = 7)), e, gzt — )]

a(z(t)) = diag (ay(z,(D)), .., an(z0(®)))

B(z(0) = [B:(21(0). B (22(O), -, Ba(za )], A= (ayy), ., B= (b)),

esitlikleri mevcuttur.

(4.18) sistemi icin asagidaki esitlikler de s6z konusudur.

a;(z:(©) = di(z;(t) + x7), i=12,..,n
Bi(z: (1)) = c;(z: (1) + x7) — c; (x), i=12,..,n
9i(z:(®) = fi(z:(©) + x{) — fi(x{), i=12,..,n

Ay, Ay, Az varsayimlari, sirasiyla asagidaki esitsizlikleri saglar.

0<m; < a;(z(8) <M, i=12..,n

viz? (t) < z;(0)Bi(z: (1)) < 22 (1), i=12,..,n
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19i(z: ()| < Lilz; (D), i=12..,n|

Herhangi bir yapay sinir agr modelinin denge noktasinin varligi, tekligi ve global
asimtotik kararliligi incelenirken denge noktasinin istenilen kararlilhik ozelliklerini
saglayan yeni yeterli kosullar, cogunlukla incelenen sistemin aktivasyon fonksiyonu ve
parametreleri iizerinde farkli varsayimlar yapilarak gelistirilen Lyapunov fonksiyonlar1
kullanilarak elde edilir. Elde edilen kosullar, noronlarin baglanti matrisleri ele alinip
incelenerek test edilir. Matrisler bu testler icin kullanildiginda parametre degerlerindeki
kiiciik sapmalarin bile test sonucunu etkiledigi goriilmiistiir. Verilen yapay sinir agi
modellerinin bu sapmalardan etkilenmemesi icin sistem parametrelerinin, belirli sinirlar
arasinda olmasi gereklidir. Buna gore verilen yapay sinir ag1 modelinde yer alan

matrisler icin kullanilan tanim araliklar1 agsagidaki gibi belirlenmistir.

Teorem 4.2.1 : (4.18) ile tamimlanan nétral sistem igin, ||E|l, < 1 oldugu varsayilsin.
Buna gore (4.18) sisteminin orijini, asagidaki sartlar1 saglayan p,p,q,q pozitif

sabitlerinin mevcut olmasi halinde global asimtotik kararlidir.

e=Q2-r)ymy—(p+qQM?-2MY|E|l, — B+ @M?|E|l5 >0
Q=el + 120 = el + L (rJvm:—Z - (1+%)ATA - (1+%)BTB) >0
p P a’ a
Burada m = min,¢;<,(m;), M = max,<j<n (M), ¥ = mingci<n (v;), ¥ = max;<;<n(;),
L = maxicicn (L), M = diag (my,my,...,my), I'= diag (1, V2, -, Vn)»

L =diag(Ly,Ly, ..., Ly), 0<r<2dir

Ispat : y(t) = z(t) + Ez(t — 7), ve kile h daha sonra incelenecek baz1 pozitif sabitler

olmak iizere agagidaki pozitif tammmli Lyapunov Fonksiyonu ele alinsin.

t t
Viy@®) =y"©y) +k fZT(s)Z(s)ds +h ng(Z(s))BTBg(z(s))ds
t—t1 t—t1

Buna gore, V(y(t))’nin sistemdeki yoriingelere gore zamana gore tiirevi su sekilde elde

edilir.
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V(y(©) = 2yT(©)y(t) + kz"(©)z(t) — kz" (t — 7)z(¢t — ) + hg" (2())B"Bg(z(t))
—hg"(z(t —1))B"Bg(z(t — 1))
y)=zt)+Ez(t—1) = oc(z(t))[—ﬂ(z(t)) + Ag(z(t)) + Bg(z(t — ‘L'))]

oldugundan

V(y(®) =2[z"@®) + 2" (t = DETa(z(®))[-B(z(®)) + Ag(2(D)) + B(z(t — 1))]
+kzT(0)z(t) — kz" (¢ — 1)z(t — 1) + hg" (2(¢))B"Bg(z(t))
—hg"(z(t —1))B"Bg(z(t — 1))
= —22T()a(z([®))B(z(D)) + 22T O a(z())Ag(z(D)) + 22T (O)a(z(t))Bg(z(t — 1))
=22 (t —DETa(z(t))B(2()) + 22" (t — ©)ETa(z(t))Ag(2(1))
+22"(t = )ETa(2(0))Bg(z(t — 1)) + kz" (0)z(¢) — kz" (t — D)z(t — 1)
+hg"(z(t))B"Bg(z(t)) — hg" (z(t — 7))B"Bg(z(t — 1))

yazilabilir.

Ayrica asagidaki esitsizlikler saglanmaktadir.

—22" (Oa(z(0)B(2(0) = —2 T, ai(z(®)B:(2:(0)z(6) < 2Ty miyizf (6)
= —(2 - ) XL myizl () — v Xy myyizf (6)
< -Q@-NELimyz(©) - I 55 ¢ (7 (0)

=Q-rmyllzO —rg"(z(®))MTrL2g(z(t)), 0<r<2

=227 (t = DETa(z(®))B(z() < 2lz(t = DIIENNla@E) MBIl
< 2MY|Ell 2Oz llz(t = D2
< MY|IENl (2113 + llz(t — DIIZ)

1
2z ()a(z(0))Ag(z(0)) < pz" ®)a(z(0))a(z(t))z(t) + EgT(z(t))ATAg(z(t))
< pM2|2(D)1I3 + - g7 (2(0)ATAg (2(1)

2zTa(z(t))Bg(z(t — 1) < qz" D a(z(t))a(z(0)z(t)) + égT(z(t —1))B"Bg(z(t — 1))
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1
< gM?|lz(D)|I5 + EQT(Z(t —1))B"Bg(z(t — 1))
2z7(t —DETa(z(t))Ag(z(D))

<pz" (t —DETa(z(t))a(z(t))Ez(t — 7) + %gT(z(t))ATAg(z(t))

1
< PIENZM?||z(t — DIIZ + EQT(Z(t))ATAg(Z(t))

2z7(t —DETa(z(t))Bg(z(t — 1))
<qz'(t —DETa(z(t))a(z(t))Ez(t — 1) + %gT(z(t —1))BTBg(z(t — 1))

< QUEIEM?|lz(t = D3 + 597 (2t = 1)) B" By (2(t — )

[18] teki yukaridaki esitsizlikler asagidaki esitsizlikler ile sonuclanir :

V(y®) < -2 - myllz®OlIf —rg" (2(O))MTL2g(2(D)) + pM|lz(D)]3
+- 9" (2(D)ATAg(2(D)) + aM2llz(®)1I3 + - g7 (2(¢ — )BT Bg (2(t — 1)
+MYIE Nz + MYIIEllz(t = DIF + BIENZM?|lz(t — D3
+IENZM?|lz(t — DI + %QT(Z(t = 1))BTBg(z(1)) + kllz(0)|I3
—kllz(t - DII3

+ %gT(z(t))ATAg(z(t)) +hg"(2(t))B"Bg(z(t)) — hg" (z(t — 7))B"Bg(z(t — 7))
h = % + % secimi, esitsizlikleri asagidaki hale getirir.
V(y(®) < (@2 —rymy —pM? — qM?* — MY|IEll;)llz(OIF — g (2()) MTL2g(2(¢))
+ (% + %) g7 (z(D)AT Ag(z(t))

+(MYIENl, + BIEIZM® + GIENZM? = K)llz(¢ — D)3

HellzO13 + (5 +7) 9" (2(0)B"Bg (2(1))

k = My||E|l, + (P + §)M?||E||3 se¢imi, asagidaki denklem ve esitsizlikleri saglar.
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V(y(®) < - (@=rmy — @ + QM? = 2MPIIE|l, — (3 + DM2IIEN3) (D113
-97(z(®)) (rJV[FL_Z - (% + %) ATA — G + %) BTB) 9(z(@®)
= ellz®13 - " (2() g (2() < — S [lg(zO)|[; — g7 (2(D)Pg((D))
= -2 (eg" (2(0)g(z(0) + g" (2O Pbg(z(1)) = — % " (2(£)) 29 (2(2))

Acik olarak goriilmektedir ki tim g(z(t)) # 0 i¢in V(y(t)) < 0°dir. g(z(¢)) = 0 olmasi
durumunda V(y(t)) < —€llz(t)||3 her z(¢) # 0 i¢in V(y(t)) < 0 olmasini saglamaktadur.

|E]l, < 1 kabul edildiginden, y(t) = z(t) + Ez(t — 1) kararlidir [49]. Bununla birlikte,
z(t), 0’a asimtotik olarak doniisiir [44, 50], bu da (4.17) noétral sisteminin denge
noktasinin asimtotik kararli olmasi anlamina gelir. Kararlilik analizi i¢in kullanilan
Lyapunov fonksiyonu radyal sinirsiz oldugundan, (4.17)’deki nétral sistemin denge

noktasi global asimtotik kararli oldugu sonucuna da varilabilir.

Teorem 4.2.2 : Teorem 4.2.1’in 6zel bir durumunu ele alan bir teorem su sekilde ifade

edilebilir :

(4.18) ile tanmimlanan nétral sistemde, ||E|l, <1 varsayilsin. Bu durumda, (4.18)
sisteminin orijini, asagidaki sartlar1 saglayan p, p, q, § pozitif sabitlerinin mevcut olmasi

halinde global asimtotik kararhdir.

e=(2-rmy— @+ @M - 2MY||Ell, — B + PM?|EIF > 0

— —2_1 l T _1 1 T
® = rMrL +=]4aTA-(=+=)B"B=0
p P qa 4

Burada m = min;;<,,(m;), M = max;<;<n(M;), Y =mingci<n (v:),
Y= M =maxi<i<n (), L = max;<j<n(L;), M = diag(my, ..., my),
I''=diag(Yq, - ¥Yn)» L =diag(Ly, Ly, ..., Ly)

0<r<2dir.
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Ispat : Teorem 4.2.2’nin ispati, direkt olarak € >0 ve ® >0 olmasini saglayan

Q = el + L*® > 0 esitligi ile elde edilir.

[44]’de verilen kararlilik sonuclarinin, Teorem 4.2.1°de verilen sonuglarin 6zel bir

durumu oldugunu gosterebilmek amaciyla asagidaki teorem incelenmistir.

Teorem 4.2.3 [44]: (4.18) ile tamimlanan nétral sistem igin, ||E||, < 1 varsayilsin. Buna
gore (4.18)’deki sistemin orijini, asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda global

asimtotik kararlidir.
6 =my — LM||All,(1 + ||Ell2) — LM||B|l.(1 + [[E]lz) — MY||E]l, > 0.

Burada m = min;<;<,(m;), M = max;<i<n (M;), Y = ming<i<n(vi),

Y= M =maxi<i<n (), L = max;<j<n (L;) dir.

Teorem 4.2.1°deki p, P, q,q degerlerinin bazi 6zel se¢imlerinin Teorem 4.2.3’# direkt
olarak sagladig gosterilsin. Teorem 4.2.1°deki () asagidaki denklem ve esitsizlikleri

saglamaktadir.

Q= (2-rymy - (p+qM* = 2MY||Ell, — (B + YM>||E|I3)!I

1 1 1 1
+ L2 (rMFL'Z - <— + 7) ATA - <— + :) BTB)
p P qa q

1 1
= ((2 —rmy — (p + QM? = 2MY||E|l, — @B + M| E||3 + rmy — L? <5+5) All3
1 1
_Lz(_ﬁ)BTB)
q (4
2 A -~ 2 2 2 1 1 2
=(2my — (p+ @QM* - 2ZMY||E|l; — (p + YM|E|lZ + L 5+5 llAllZ

1 1
~ 12 (5 +5) 0BIE )1

p,q, 0,4 degerlerini asagidaki gibi olsun :
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_LIAl, _LIBI,

_ LAl L||Bll,
M 1T

“MIEL, 1T MIEN,

>

Bu durumda asagidaki denklemler ve esitsizlikler elde edilir :

L|IAllz LBl L|IAllz  LIIBIl,
Q> (2my — + M? = 2MY||E||, — + M?2||E||3
("W <M " VIEN = s, * anen,) M1

M MIIEII2> M MJE];
—L? + Al — L? + IBIIZ |1
<LIIAII2 LilAll; ’ LlIBllz ~ LBl ’

= 2(my — LM||All2(1 + lEll2) — LMI[Bll2(1 + IE|l2) — MYIE||)] = 261

Yukaridaki p,q,p,q degerlerine ek olarak r =0 degeri ele alindiginda,

Teorem 4.2.1°deki €, asagidaki formu alir :

e=Q2-rmy— @+ QM - 2MPlIEll; — @ + DM?||E||3

L||All +L||B||2
M|E|lz -~ MIE]l

= 2my — (LnAnz + L||B||2) M?% — 2My||E||, — (

2 2
e LB ) M2||E|I3

= 2my — LM||All;(1 + ||E|l) — LM||Bl.(1 + |IE|l2) — 2MY||E|l;
=26 + LM||All (1 + [|E1l2) + LM||BIl (1 + [IE1l2)

6>0m Q>0 ve e >0 olmasim sagladigi aciktir. Buna gore, Teorem 4.2.3’iin,

Teorem 4.2.1’de elde edilen sonuglarin 6zel bir hali oldugu gosterilmis olur.

4.2.2. Notral Yapay Sinir Ag1 Modeli — 2

Doktora tez ¢calismamizda ele alinan ikinci notral model su sekildedir [95]:

xl(t) =a;x; + 27':1 W,']f] (x](t - T])) + 27':1 e,:]'.x.'] (t - T]) + u;, = 1,2, e, n (420)

(4.20) denkleminde n, agdaki ndron sayisini, X;, 1. nodronun durumu,
a;, (4.20) denklemini simirh hale getiren bazi sabitler, w;;, 7;(t) gecikme parametresi

ile noron baglantilarinin genisligini ifade eden sabitler, e;;, gecikmeli durumlarin
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zamana gore tiirev Katsayilari, fj(.) noron aktivasyon fonksiyonlari, u;, bazi harici giris

sabitleri anlamina gelmektedir.

Oncelikle s6z konusu modelin kararlilik kosullarini elde edebilmek igin faydali

olabilecegi diisiiniilen bazi bilgiler verilsin :

e 7,20, T = max(t;), 1 < j < n olmak iizere gecikme parametresini
vermektedir.

e So6z konusu sistem C([—7t,0],R), [—t,0]’dan R'ye tiim siirekli fonksiyonlarin bir
kiimesi olacak sekilde x;(t) = ¢;(t)eC([—7, 0], R) nin bir baslangi¢c durumudur.

e S6z konusu sistemi incelemek i¢in f;(.),i = 1,2, ..., n aktivasyon fonksiyonlarinin
birer Lipschitz stireklisi oldugu kabul edilmektedir. Yani
i) = fiWI<I|x—yl i=12,..,nVxYeR, x # y sartim1 saglayan [; > 0

sabitleri vardir.

Sistemin x* = [x], x5, ..., x]7 denge noktasimn global robust kararliligmi kamitlamak

icin, ilk olarak (4.20) sistemi su sekilde sadelestirilir :

zi()=x()—x;, i=12,..,n olsun.

z;(.)ler de

Zl(t) = —aizi(t) + Z?:l legj (Z] (t - Tj)) + Z?:l ei]- Z] (t - Tj), i = 1,2, vy (421)

S

’den tiiretilmistir.

Burada

9i(z:(0)) = fi(z() +x) = fi(x)), i=12,..,ndir.

g; fonksiyonlariin f; fonksiyonlarindaki varsayimlar1 sagladigi, 6rnegin

lgi(zi()] < Li|z;(H)], i=1,2,..,noldugu kolayca dogrulanabilir.

Ayrica g;(0) =0,i = 1,2, ...,n’dir.
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Bu, (4.20) sisteminin x* noktasi yerine doniistiiriilmiis (4.21) sisteminin orijininin

kararliligimi kanitlamak i¢in yeterlidir.

(4.21) sistemi asagidaki kompakt forma sokulabilir :
2(t) = —Az(t) + Wg(z(t — 1)) + Ez(t — 7)

Burada z(t) = [z,(t), z,(t), ..., z,(t)]T doniistiiriilmiis durum vektoriidiir.

Bunun disinda, A = diag(ay, az, ..., an), W = (Wij)nxn, E = (€ij)nxn

9(z(t =) = [91(z1(t = 11)), 92 (22(t = 7)), ., Gn (2 (€ — 7))] 7, 0ldugu goriilebilir.
9:(z:(0) = fiz(®) + x)) = fix}), i=12,..,ndir.

Ayrica v = (V,Vz, ..., Uy) €R™ Ve Q = (q;j)nxn 0ldugu takdirde |lv|l, = /Z?:l v¥ ve

10112 = v Amax(QTQ) oldugunu sdyleyebiliriz.

Buna gore verilen modelin kararlilik analizi asagidaki gibi yapilmustir.

Teorem 4.2.4 :
(4.21) sisteminin orijini, 8 = A2L™2 -2WTW >0 ve 0 =1-2ETE >0 sartlarinin

saglanmasi halinde global asimtotik kararlidir.
Burada £ = diag(l3, 1, ..., 1) dir ve I, nxn boyutlu birim matrisi ifade etmektedir.

Ispat :

Asagidaki pozitif Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim.

t t .
V(z(®) =Xt aizf () + X, 1, a? zF(s)ds + ¥, ez, 22(s)ds

V(z(t)) zaman tiirevi su sekilde elde edilir :
V(z(t)) =3t 2a;z;() (1) + X7y a?z?(t) — il a?z?(t — ;)
+ X1 2(6) — Bty 2i(t — 1)
= 22T (0)Az(t) + zT (£)A?z(t) — zT (t — T)A%z(t — 1)
+2T(t)z(t) —2T(t —1)2(t — 1)

Bu da su sekilde yeniden yazilabilir :
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V(z() =
2T (O)[24z(t) + z()] + zT () A%z(t) — zT(t —1)A%z(t — 1) — 2(t — 1)2(t — 1)
2(t) = —Az(t) + Wg(z(t — 7)) + Ez(t — 7) oldugundan V(z(t)) su hale gelir :

V(z(®)) = zT(t)[24z(t) — Az(t) + Wg(z(t — 1)) + Ez(t — 7)]
+zT()A%z(t) — zT(t —1D)A%z(t — 1) — 2T (t —1)2(t — T)
=zT(O[Az(©) + Wg(z(t — 1)) + Ez(t — 1)]
+zT(£)A%z(t) — zT(t —1)A%z(t — 1) — 2T (t —1)z(t — T)
= [~Az(t) + Wg(z(t — 1)) + Ez(t — 7)] [Az(t) + Wg(2(t — 1)) + Ez((t - D)]
+zT()A%z(t) — zT(t —1)A%z(t — 1) — 2T (t —1)2(t — T)
= —zT(£)A%z(t) — 2" (AW g(z(t — 7)) — 2T ()AEz(t — 7)
+97(2(t —D))WTAz() + g7 (2(t = D))WTWg(z(t — 1))
+97(2(t —D))WTEz(t —7) + 27 (¢ — T)ET Az(t)
+2T(t —DE"Wg(z(t — 1)) + 27 (t — DETEz(t — 7)

+zT(0)A%z(t) —zT(t —1DA%z(t — 1) = 2T (t —1)2(t — T)

Asagidaki denklemleri yazabiliriz.
2T (AW g(z(t — 1)) = g"(z(t — ©))WTAz(t), 2" (1)AEz(t —7) = 27 (t — T)ET Az(¢)
9" (z(t —D))WTEz(t — 1) = 2" (t —DE"Wg(z(t — 1))

Yukaridaki denklemleri kullanarak V(z(t)) su sekilde sonuglanir :
V(z®) =g"(z(t —D))WTWg(z(t — 1)) + 29" (z(t — ) )WTEz(t — 1)

+zT(t—DETEz(t — 1) —zT(t —DA%z(t — 1) — 2T (t —D)z(t — 1) (422)

Asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz :
29T (zt —D)WTEz(t — 1) < gT(2(t —D))WTWg(2(t — 7)) + 2" (t —)ETEz(t — 1)

2
a.
L

=g"(z(t —1))A*L7%g(z(t — 1))
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Yukaridaki esitsizlikleri kullanarak (4.22) asagidaki gibi olur :
V(z@®) < g"(z(t —D))WTWg(z(t — 1)) + gT(2(t =) )WTWg(z(t — 1)) + g7
+zT(t —1)ETEz(t — 1)+ 2T (t —T)ETEz(t — 1)
—g7(z(t —=1))A2L72g(z(t — 1)) — 2T (t = 1)2(t — T)
= g7 (2(t — D)) (A2 L2 =WTW = WTW) g(z(t — 1))
Tt — 1) — ETE — ETE)2(t — 1)
=—g"(2(t —1))0g(z(t — 1)) — 27 (t — D)2t — 1)

©>0 ve 2>0, her g(z(t—71))#0 veya z(t —7) # 0 i¢cin V(z(t)) <0 olmasin
saglar. g(z(t — 1)) = 0 ve z(t — 7) = 0 olsun. Bu durumda V(z(¢)) su formdadur :
V(z(®)) = —z"(t — 1)A%z(t — 7)

Bu da direkt olarak her z(t — 7) # 0 durumu igin V(z(t)) < 0 olmast ile devam eder.
Simdi yalnizca denge noktasinda saglanan g(z(t — 1)) = 2(t —7) = z(t —7) = 0 kabul

edelim.

Bu durumda her z(t) # 0 i¢in V(2z(t)) < 0 ve sadece z(t) = 0’da V(z(t)) = 0’1 saglayan
V(z(t)) = 0 sart1 saglanr.

Diger taraftan ||z(t)|| » o iken V(z(¢)) > o olur. Bu da kararlibik analizi icin

kullanilan Lyapunov fonksiyonunun radyal sinirsiz oldugu anlamina gelir.

Bu da standart Lyapunov teoremleri sayesinde (4.21) sisteminin orijinin veya denk

olarak (4.20) sisteminin denge noktasinin global asimtotik kararli oldugu ile sonuclanir.

Teorem 4.2.4’iin 6zel bir durumu asagidaki teoremde ele alinir :
(4.21) sisteminin orijini agagidaki sartlarin saglanmas1 halinde global asimtotik kararli

olur.

Y 1
Wl <% ve lIEI <

. ai, -
Burada y = min;<;<, l—‘ dir.
i
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Teorem 4.2.4’iin ispat1 direkt olarak ||W||, < %’nin 0 >0 ve ||E|, < %’nin N>0

sartlarin1 saglamasi gercegi ile devam eder.

(4.20) ile tanimlanan sistem icin alternatif bir kararlilik kosulu asagidaki teorem ile

verilir.

Teorem 4.2.5:
(4.21) sisteminin orijini, asagidaki kosullar1 saglayan pozitif bir k < 1 sabitinin

bulunmasi halinde global asimtotik kararhdir.

® = A%’L7? —WTW—%WTEETW >0ve d=(1—-k)I—ETE>0
Burada £ = diag(ly, 5, ..., 1) dir.

Ispat :
Teorem 4.2.4’tin ispatinda kullanilan V(z(t)) Lyapunov fonksiyonunun su esitsizligi

sagladigini not alalim:

V(z(@®) < g7 (2(t —D))WTWg(z(t — 1)) + 297 (2(t — ©))WTEz(t — 7)
+zT(t —1)ETEz(t — 1) — 2T (t —1)z(t — 1) —gT(z(t —1))A%L2g(zL™?)  (4.23)

Herhangi bir pozitif k sabiti i¢in, asagidaki esitsizligi yazabiliriz :

29T(zt —D))WTEz(t — 1) < %gT(z(t —D))WTEETWg(z(t — 7)) + kz" (t — D)z(t — 7)

(4.23)’teki esitsizliklerden, sunlar elde edilir :

V(z(t) < g7 (z(t = D)W Wg(z(t — 1)) + 1 g7 (2(t - D)WTEETWg(z(t — 1))
+kzT(t—1)2(t — 1) + 2T (t — )ETEZz(t — 7)
—97(z(t —1)A* L2 g(z(t — 1)) — 2T (t — )z (¢t — T)
—g"(z(t = 1)) (A2L72 = WTW — 2 WTEE™W ) g(2(t - 7))

-g7(z(t — 1)) Pg(z(t — 7)) — 2" (t — DYz(t — 7)
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® >0 ve >0 sonucu ve ardindan (4.21) sisteminin orijini veya denk olarak

(4.20) sisteminin denge noktasinin global asimtotik kararli olmasi ile sonuglanir.
Teorem 4.2.5’iin 6zel bir durumu asagidaki teorem ile ifade edilebilir :

(4.21) sisteminin orijini, asagidaki sarti saglayan pozitif bir k < 1 sabiti olmasi

durumunda global asimtotik kararlidir :

1
IWIZ(1+IENZ) <y? ve ENZ<1-k
k

. a; .
Burada y = min <<, l—“dlr.
i

Teorem 4.2.5%in ispatt, [IWII3(1+$IIEIZ) <y¥nin >0  ve [EI3<1—knn

¥ > 0 saglanmas: ile devam eder.

Notral tipteki gecikmeli YSA icin son kararlilik sonucu asagidaki teoremde

sunulmaktadir.

Teorem 4.2.6 :
(4.21) sisteminin orijini, asagidaki sart1 saglayan pozitif bir T sabiti olmas1 halinde

global asimtotik kararli olur :

1
cw=y?— Wl -~ IWIIEl;>0 ve B=1-]ElIZ-rlIWIIEl,>0

. a;\, 4.
Burada y = min;<;<, (l—L) dir.
i

(4.23) ile verilen Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevini ele alalim.
V(z(®) < g7 (z2(t —D))WTWg(z(t — 1)) + 297 (2(¢ — ) )WTEz(t — 7)
+2T(t —)ETEz(t — 1) — g"(2(t —1))A2L72g(2(t — 1)) —2T(t—D)z(t—1) (4.29)

Bu da su sekilde yazilabilir :
V(z®) < IWli3|lg(2Ct - T))Ilz + 2IWILEN N2 — DIl2llgz((E —D)Il2

+HIENN2(t — DIIF —v?||g(2(t - T))lli — izt = DII3
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Asagidaki esitsizlik yazilabilir :

2l12(t — Dl |9 (2(t = D), < 3 |g(z(t — D)2 + rllz(t — I3

Yukaridaki esitsizlikler kullanilarak sistem su hale gelir.

V(z®) < WI3llg(zCt = D)L, + IWILIEN, (5 lg(zCe = D)II; + rliz(e - DIIZ)
HIEWB Nz — DI3 — v2[lg (2t — D)2 — Nzt — D13

= —(y? = W3 = 2WILNEN) [l (zCt - D)

—( = IEW3 = eIW I E )N ZCE = )13
= —x [lg(z(t = D)|I; - Bllzt — I3

Bu da o> 0 ve [ > 0ise (4.21) sisteminin orijini veya denk olarak (4.20) sisteminin

denge noktasinin global asimtotik kararlt olmasi anlamina gelir.

Basit ve uygun bir Lyapunov fonksiyonu kullanarak, ayrik zaman gecikmeli notral tipli
bir YSA sinifinin global asimtotik kararli oldugunu tahmin etmek i¢in yeni gecikmeden-
bagimsiz yeterli kosullar tiirettik. Yakin ge¢miste literatiirde, pek ¢ok arastirmaci, notral
tipli YSA’larin kararlilik 6zelligini incelemis ve denge noktasinin global asimtotik

kararlilig1 icin bircok yeterli kosul elde edilmistir.

Bu calismalarda elde edilen sonuglar, LMI formunda ifade edilebilir. Notral tipli
YSA’larin kararlilik problemi icin LMI yaklasimi, ag parametrelerindeki sinirl
kosullar belirlemede bazi zorluklarla karsilasilir ¢iinkii yiikksek boyutlu matrislerin test
edilmesi gerecektir. Bununla birlikte, bu calismada elde edilen sonuglar, yalniz ag
parametreleri arasinda farkli iligkiler kurmaktadir. Bu yilizden, bu ¢alismanin sonucu

onceki literatiir sonuclar ile karsilastirildiginda kolayca dogrulanabilir.
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S. BULGULAR

Bu boliimde, verilen yapay sinir ag modelleri icin elde edilen kararlilik sonuglari,
detayli analizleri yapilarak degerlendirilmis ve elde edilen sonuglar daha 6nceden
literatiirde elde edilmis olan diger sonuglarla karsilastirilmistir. Ayrica analizler sayisal
orneklerle desteklenmis ve bu Orneklerin MATLAB programinda simiilasyonlari
gerceklestirilmistir. Bu sayede elde edilen sayisal aralik degerlerinin sistemin
kararliligimi sagladigi, aralik disinda kalan degerlerin sistemi kararsiz bir hale getirdigi

ispatlanmaya ve gosterilmeye caligilmistir.

5.1. GENEL YSA MODELI iLE iLGIiLi SIMULASYON

Oncelikle 4.1. boliimiinde incelenen dinamik yapay sinir ag modeli ele alinmis ve bu

model ile ilgili 6rnekler ve simiilasyon caligmalar1 gerceklestirilmistir.

[k olarak (4.1) denklemi ile verilen gecikmeli yapay sinir ag1 modelini hatirlatmakta

fayda vardir.

(4.1) ile verilen sistem

=

d);;it) = —cl-xl-(t) + 27:1 aijfj (x](t)) + 2?21 bl}fj (x](t - T])) + u;, i=12,..

seklinde idi.

Burada, n noron sayisini, Xx;(t) i. noronun ¢ anindaki durumunu, f;(.) aktivasyon

fonksiyonlarini, a;; ve b;; sirasiyla ¢ ve t — 7; anlarinda j. ve i. noronlar arasindaki
baglantilari, 7; j. ndrondan i. ndrona bir sinyal gonderilirken ihtiya¢ duyulan zaman

gecikmesini, u; sabit girdileri, ¢; i. noronun yiiklenme hizin1 ifade etmekteydi.
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Buna gore (4.1) ile tanimlanan yapay sinir aginin ag parametreleri asagidaki gibi

verilsin.
a=0 o) A=[o o B=[> T B=[** 9 c=c=C=a=1

Burada a > 0 gergel bir say1 olsun. Buna gore A%, A,, B*, B, matrisleri asagidaki gibi

elde edilir.

w=lp ol a=lea #=[5 o 2=l d

Ayrica ||B*|l; = a, |IB.ll; = 2a, BT |B*|ll; = V2a* ve {/IIB*|I + IB.I5 + 2IIBT |B*]|l, = 2.8a

olur.

Bu degerler esliginde verilen teoremlerdeki bilesenler ve kosullar asagidaki gibi

sekillenir :

Teorem 4.1°e gore

0 =2PCA™' = PA" — AP — ||PA, + ATP|loI — ZIIPIIZ\/(IIB*H% +1B.113 + 2IIBT[B*[lI)I > 0

olmasi, modelin tek ve global asimtotik robust kararli bir denge noktasi olmasini

garantilemekteydi.

2 —9.6a 0
0 2—9.6a

kararlilik analizi bu matrisi pozitif tamimli hale getiren (veya getirmeyen) bir a degeri

Ornekte verilen degerlere gore £ =[ ] haline gelir. Dolayisiyla

bulunarak gerceklestirilir.

Gerekli islemler gerceklestirildikten sonra buradaki a’nin 92—6 = 4—18’den kiigiik (biiyiik)

olmasinin 2 > 0 (2 < 0) olmasin1 sagladig: goriiliir. Diger bir deyisle a < i saglayan

degerler, modelin tek ve global asimtotik robust kararli bir denge noktasi olmasini

garantilemektedir.
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Bununla ilgili bir simiilasyon asagidaki gibi gerceklestirilmistir.

Bu simiilasyonda,

c:1,

noron sayist : 2,

baslangic noktalar1 : [0.5 0.5]
gecikme degeri : 1,5

aktivasyon fonksiyonu : piece-wise aktivasyon fonksiyonu alinmistir.

Kararli ve kararsiz durumlari gosterebilmek icin iki adet a degeri secilir ve bu

a degerine gore iki adet A matrisi sekillenir.

- . . 1 e 1 -
a degerlerinden biri a < vy digeri a > s saglamalidir.

P 1 .
Buna uygun olarak  Ornegin @ a = z ve a=1 alabilir  ve

A matrislerinin de bu sekilde olusturulmasi saglanabilir.

-a —a -1/5 -1/5
—-a —a]

1
a=; ——A=A=| ~1/5 —-1/5

(teoreme gore kararlilik ifade etmesi gereken degerler) ve

—a —a

g —a] = [:i :ﬂ (teoreme gore kararsizlik ifade

A= ] cmm—m— A:A:[

etmesi gereken degerler) olarak alinsin.

Bu iki a degerine gore MATLAB ile gerceklestirilen simiilasyonlar su sekildedir :
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a=1/5 icin

05k 1

Solution (y)
o
|

05 4

Sekil 5.1: a = 1/5, ¢ =1 igin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

a=1 icin

Solution (y)

Sekil 5.2:a =1, ¢ =1 igin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Sekillere bakildiginda a degerine gore modelin kararliliginin degisimi goriilebilir.

Modeli olusturan denklemdeki c, aktivasyon fonksiyonu gibi parametrelerden herhangi
biri degistirildiginde, ornegin diger degerler ilk bastaki durumda sabit kalmak iizere

¢ =4 alindiginda elde edilen sonuclar su sekilde olur :
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a=1/5 icin

15F .

05k 1

Solution (y)
o

05 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 5.3: a = 1/5, ¢ = 4 igin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

a=1 icin

2

g

1F

051

0

Solution (y)

05

At

15F

Sekil 5.4: a =1, ¢ =4 igin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Sekillere bakildiginda ¢ degerinin degismesinin yalmizca kararsizlik osilasyon
araliklarin1 degistirdigi, ancak davranis seklinde bir farklilasma yaratmadig goriilebilir.

Kararli-kararsiz olma durumunu etkileyen yine a degeridir.
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Modeli olusturan denklemdeki c, aktivasyon fonksiyonu gibi parametrelerden herhangi

biri degistirildiginde, ornegin diger degerler ilk bastaki durumda sabit kalmak {izere

—x(t) _
aktivasyon fonksiyonu :—Tmi alindiginda elde edilen sonuglar su sekilde olur :
a=1/5 icin

2
15} |
1 4
_ 0 L 1
05 ]

“0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 5.5:a = 1/5, f(x) =e™*® —1/e=*® + 1 icin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

a=1 icin

05— 1

Solution (y)
o
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10

Sekil 5.6:a = 1, f(x) =e=*® —1/e7*® + 1 icin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri
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Sekillere bakildiginda aktivasyon fonksiyonun degismesinin sistemin kararli olup
olmamasin etkilemedigi goriilebilir. Kararli-kararsiz olma durumunu etkileyen yine

a degeridir.
Bu tarz simiilasyonlarda gecikme degerinin sistemi nasil etkiledigi merak edilebilir.

Yapay sinir aglarinin genel tantmindan bahsederken gecikme degerlerinin sistemlerin
kararli-kararsiz olusunu etkilemedigi ancak kararliliga ulagsma siiresini degistirdigi ifade

edilmisti.
Bunu destekleyecek birkag¢ simiilasyon sonucu asagida gosterilmistir.

Simiilasyona baslangi¢ degerlerine geri donerek

c:1

noron sayist : 2

baslangic noktalar1 : [0.5 0.5]

aktivasyon fonksiyonu : piece-wise aktivasyon fonksiyonu

alinir.

Gecikmenin kararlilig1 nasil etkiledigini (veya etkileyip etkilemedigini) gostermek i¢in
ilk etapta daha onceden kararlilik durumunu garantiledigi gosterilen a = § degeri icin

cesitli gecikmeler (1,5 — 3 — 5) alinip simiilasyonlar gerceklestirilmistir.
Farkl1 degerler alinarak s6z konusu simiilasyonlar kolayca tekrarlanabilir.

Elde edilen sonuglar asagidadir :



a=1/5 icin

Sekil 5.7: a = 1/5, T =1,5 i¢in (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

a=1/5 icin

Sekil 5.8: a = 1/5, T = 3 i¢in (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri
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a=1/5 icin

0.5 1

Solution (y)

05 4

Sekil 5.9: a = 1/5, T = 5 igin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Dikkat edilirse, gecikme degerine gore sistemin kararli olmasinin degismedigi, sadece

kararlilik durumuna daha gec geldigi goriilebilir.
Gecikmenin kararsizligi nasil etkiledigini gostermek icin daha Onceden kararsizlik
durumunu garantiledigi gosterilen a = 1 degeri i¢in ¢esitli gecikmeler (1,5 — 3 - 5) alip

simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuclar asagidadir :

a=1 icin

Solution (y)

Sekil 5.10: a = 1, t =1,5 icin (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri
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a=1 icin

Solution (y)

Sekil 5.11: a = 1, T = 3 i¢in (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

a=1 icin

Solution (y)

“0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 5.12: a = 1, T = 5 i¢in (4.1) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Dikkat edilirse, gecikme degerine gore sistemin kararsiz olmasinin degismedigi, sadece

kararsizlik durumundaki osilasyonlarin araliklarinin degistigi goriilebilir.
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Teorem 4.1.1°1 ispatlamak i¢in kullanilan bu 6rnek Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3’te
kullanilmaya kalkisilirsa ¥ ve ¥ asagidaki formlarda olur :

Y=[2—8a —2a ]’

—2a 2-8a q,:[z—ma ° ]

0 2—10a

Y {izerinde islem yapildiginda a =% ve a = é olmak {iizere iki adet kiyas degeri ile

karsilasilir. ¥ tizerinde islem gergeklestirildiginde elde edilen kiyas degeri a = 5’tir.
Teorem 4.1.1°de ele alinan kiyas degerleri ile bu degerler ortiismediginden s6z konusu

ornek bu teoremlerde kullanilamaz.

Benzer sekilde Teorem 4.1.4°te de, a;; = ay; > 0 olmasimi ele alinarak, yalnizca

_ 1—4a —-2a

r —2a 1—-3a

’in bir nonsingular M-matrisi olmas1 halinde bu teoremin

dogrulanabilecegi gosterilmistir. Teorem 4.1.1°de kullanilan degerler bu degerle de
ortiismez, bu yiizden s6z konusu 6rnek Teorem 4.1.4’de de kullanilamaz. Ancak bagka
ornekler ele alinarak teoremlerin simiilasyon olarak ispatlar1 gerceklestirilebilir. Burada

bir teoremin ispati yeterli goriildiigiinden digerlerinin ispat1 gerceklestirilmemistir.

5.2. NOTRAL SiSTEM iLE iLGIiLi SIMULASYON

Bu kisimda tez caligmasinda ele alinan ilk nétral sistem ile ilgili simiilasyon ¢alismasi

yapilmustir.

(4.17) ile tanimlanan notral sistem

2(6) + B0y e (£ = 17) = —di G [ Ge) — By @iy fy (39) = Eiea bigfy (36 = D)) + i,
i=1,..,n

seklinde idi.

Burada n, agdaki noronlarin sayisini, x;, i. ndronun durumunu, d;(x;) yiikseltgenme
fonksiyonlar1 kiimesini, c¢;(x;), (4.17) ile belirtilen sistemi sinirli hale getirecek
fonksiyon kiimesini, a;; sabiti, agdaki néron baglantilarimin biiytikliglinii, b;; sabiti,

7j(t) gecikme parametresi ile birlikte agdaki noron baglantilarinin  biiyiikliigiinii,
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e;; katsayilar, gecikmeli durumlarin zamana gore tiirev katsayilarini, f;(.), ndron

aktivasyon fonksiyonlarini ve u;, bazi harici girisleri ifade etmekte idi.

Bu sistemin sistemin ag parametreleri asagidaki gibi verilsin.

A=B=[g 2, b>a>0, my=m,=M, =M, =1

1
Ly =L, =1, i=91=1 V2=, =¢&>1, ||E||2=§<1

[lkolarakm=1, M=1, L=1, y=1 ve = ¢ oldugu dikkat ¢cekmektedir.

p=q= % ve p=q§=2¢&? oldugunu varsayalim. Bu durumda r =1 igin,

Teorem 4.2.1°deki € ve Q degerleri su sekilde hesaplanir :

A A 1
e=my—(p+ QM = 2MYlEll, - B+ DIENF=5>0

5 (1 1y . 1 1y . —y 1y - 1y .
Q =MrIL —<—+7)A A—(—+;)B B=MrL —(4+—2)A A—<4+—2)BB
p p q 9 4¢ 4¢

2 2 2
=MFL_2_2(4+L)ATA:MFL_2—MATA=[é g:l_(16f +1)[a 0

482 2¢ 282 [0 b2
_ 1682+1\ 5
1- (%) a 0
- (168241 ;5
0 = (5
2 3
Q pozitif tamml oldugundan a? < Zi ve b?< Zi kosullar1 saglanmalidir :
165°+1 165°+1
28 2 283 2§

—— > Ve >— > == olur.
16§°+1 17 168°+1 17

& > 1 oldugundan,

Bu ornekte verilen ag parametreleri icin, (4.16) ile ifade edilen sistemin kararlilig1 i¢in

yeterli kosullar agsagidaki gibi ifade edilebilir :

ve b2<2—§

2
a’? <= <
17 17

Buna gore, ayn1 ornek i¢cin Teorem 4.2.3 ile ifade edilen kararlilik kosullarini

belirlemeye ¢aligalim. Teorem 4.2.3 asagidaki denklemleri icermektedir.
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& =my — LM||All,(1 + [IE]l2) — LMI[Bll2(1 + [IEll2) — MYIE]l,

=1—b(1+8if)—b(1+8i€)—8%>0
7

=§—2b(1+8%)>001ur.

7

Budab < )

olmasini saglar.

Bu durumda, b i¢in soylenebilecek gerekli bir kisitlama asagidaki gibi ifade edilebilir :

bh< L.
16

Bununla ilgili bir simiilasyon asagidaki gibi gerceklestirilmistir. Bu simiilasyonda,
c:1,

noron sayisi : 2,

baslangic noktalar1 : [0.5 0.5]

gecikme degeri : 1,5

aktivasyon fonksiyonu : piece-wise aktivasyon fonksiyonu alinmistir.

Kararli ve kararsiz durumlari gosterebilmek igin iki adet b degeri secilir ve bu

b degerine gore iki adet B matrisi sekillenir. b degerlerinden biri b < é, digeri

b > é saglamalidir. Buna uygun olarak ornegin b =§ ve b =1 alnabilir ve B

matrislerinin de bu sekilde olusturulmasi saglanabilir.

a 0] —-1/5

_1 _ p— _ 0 N . )
b=, =——>» A=B= 0 b 0 1 /5] (teoreme gore kararlilik ifade etmesi

gereken degerler) ve

h=1 e A= A= g 2] = [8 (1) (teoreme gore kararsizlik ifade etmesi

gereken degerler) olarak alinsin.

Bu iki b degerine gore MATLAB ile gerceklestirilen simiilasyonlar su sekildedir :
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1. .
b == icin
- 16
2
15} .
1- -
0,5—\\ .
S T~
5 0 T
(=3
w

151 b

“0 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10

Sekil 5.13: b =1/5, ¢ =1 ic¢in (4.17) sisteminin kararlilik 6zellikleri

b =1 icin

Solution

Sekil 5.14: b =1, ¢ =1 igin (4.17) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Modeli olusturan denklemdeki c, aktivasyon fonksiyonu gibi parametrelerden herhangi
biri degistirildiginde, ornegin diger degerler ilk bastaki durumda sabit kalmak {izere

¢ =4 alindiginda elde edilen sonuclar su sekilde olur :
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b=1/5

05k
\

Solution
o
1

05

15F 4

Solution

Sekil 5.16: b =1, ¢ = 4 i¢in (4.17) sisteminin kararlilik 6zellikleri

Sekillere bakildiginda ¢ degerinin degismesinin yalnizca kararsizlik osilasyon
araliklarin1 degistirdigi, ancak davranis seklinde bir farklilasma yaratmadig goriilebilir.

Kararli-kararsiz olma durumunu etkileyen yine b degeridir.
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Modeli olusturan denklemdeki c, aktivasyon fonksiyonu gibi parametrelerden herhangi

biri degistirildiginde, ornegin diger degerler ilk bastaki durumda sabit kalmak {izere

—x(t) _
aktivasyon fonksiyonu - ! alindiginda elde edilen sonuglar su sekilde olur :

e~ X +1

b=1/5

15F .

05k .

Solution
o

0.5

151 .

051 .

Solution
o
s
1

05F .

“0 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10

Sekil 5.18: b =1, f(x) = e *® — 1/e~*(®) + 1 icin (4.17) sisteminin kararlilik 6zellikleri
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Sekillere bakildiginda aktivasyon fonksiyonun degismesinin sistemin kararli olup
olmamasin etkilemedigi goriilebilir. Kararli-kararsiz olma durumunu etkileyen yine b

degeridir.

Bu sekilde gerek dinamik sistemle ilgili gerek notral sistemle ilgili simiilasyonlarla,
matematiksel analizler sonucunda elde edilmis kararlilik analizleri desteklenerek

gosterilmistir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Giiniimiizde gerek teknolojik gelismelerin inanilmaz boyutlara ulagmasi, gerek
akademik calismalarin sayisinin artmasi, ge¢miste ¢coziilemeyen pek ¢ok problem igin
farkli ¢6ziim yollar1 bulunmasini saglamistir. Savunma sanayinden tip sektoriine, insaat
sektoriinden madencilige, uzay arastirmalarindan istatistige, cografl bilgi sistemlerinden
bankaciliga kadar bircok sektorde kullanilmaya baslanan yapay sinir aglar1 da bu ¢6ziim
yollarindan biri olarak diisiiniilebilir. Yapay sinir aglari, s6z konusu sektorlerde, goriintii
isleme uygulamalarinda, veri analizlerinde, optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde,
kiimelemede, kalite kontrolde ve bunlar gibi farkli sorunlar1 ¢6zmede kullanilmaktadir.
Kullanim alaninin bu kadar genis boyutlarda olmasi sonucunda yapay sinir aglarinin

cesitleri ve konu ile ilgili yapilan ¢calismalarin sayis1 her gecen giin artmaktadir.

Yapay sinir aglarinin, kullanildigr uygulamada basarili sonuclar vermesini saglayan en
onemli etkenlerden biri, sistemin kararli olusudur. Bu yiizden yapay sinir aglari iizerine
gerceklestirilen calismalarin ¢ok biiyiik bir kismi kararlilik {izerinedir. Ciinkii kararlilig
icin yeterli kosullar elde edilen bir yapay sinir ag1 modeli, bir probleme kolaylikla
uygulanabilir. Ancak yapay sinir aglarinin tek bir ¢esidi olmadig: gibi tek bir kararlilik
ozelligi de yoktur. Uygulamada kullanilacak yapay sinir ag1 cesidi ve bu sistemde
aranacak kararlilik ozellikleri tamamen uygulamanin kendisine ve amaca baghdir.
Ornegin goriintii islemede hiicresel yapay sinir aglar1 kullamlmaktadir, optimizasyon
probleminin ¢oziimiinde kullanilan bir yapay sinir aginda aranan kararlilik 6zellikleri ile
baska bir uygulamada kullanilan sistemin sahip olmasi gereken kararlilik 6zellikleri

ayni olmayacaktir. Bu konuya tez icerisinde zaman zaman deginilmistir.

Bu tez caligmasinda incelenen yapay sinir ag1 modeli “nétral tipteki yapay sinir
aglar1”dir. Genel olarak gecikmeli yapay sinir ag1 sinifina ait olan nétral sistemler,
gecikmeli sistemlerden oldukca ©Onemli bir farkla ayrilmaktadirlar. Diferansiyel
denkleminin her iki tarafinda da gecikmeye sahip olan bu modellerin analizi oldukca

karmagik islemler gerektirmektedir. Bu acidan tez caligmasinda oncelikle klasik tipteki
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bir gecikmeli sistemin kararlilik analizinin yapilmasi daha sonra konunun kavranmasi

ile birlikte notral sistemlere gegis yapilmasi uygun goriilmiistiir.

Klasik gecikmeli yapay sinir agi ve notral sistemler incelenirken Oncelikle bu
kavramlarin tamamen ayirt edilebilmesi icin gecikmeli yapay sinir aglarindan, farkli
gecikme tiplerinden bahsedilmis, bu tanitimdan sonra notral sistemlerin anlagilmasini
saglamak icin gerekli bilgiler verilmistir. Bu bilgiler arasinda literatiirde yakin zamanda
incelenen notral sistem modelleri de bulunmaktadir. Sayisi olduk¢a sinirli olan bu
modeller ve modellerin kararlilik analizini gerceklestiren yayinlar incelenerek birbirine
benzer veya birbirini gelistiren modeller gruplanmis, farkli tipteki notral sistemler
ayiklanmistir. Daha sonra bu modellerde aranan kararlilik tipleri belirlenmis, analizler
gerceklestirilirken kullanilan yontemler ve elde edilen sonuclarla beraber kisa birer 6zet

halinde tez ¢alismasinda sunulmustur.

Bu tez calismasinda gerceklestirilen analizlerin anlasilabilmesi ic¢in yiiksek seviyede
matematik bilgisi gerekmektedir. Analizler yapilirken kullanilan tiim lemmalarin,
kurallarin, teoremlerin, yontemlerin, Ozelliklerin tez icerisinde ayrintili olarak
anlatilmas1 miimkiin olmadigindan temel bilgilerin verilmesinin Onem tasidigi
diisiiniilmiistiir. Bu acidan OKlit uzayi, vektdr ve matris normlari, matris siniflar1 gibi
kullanilan ¢esitli matematiksel kavramlar, Lyanupov Kararlilik Teoremi, LaSalle’nin
Degismezlik ilkesi, Hurwitz Kararliik Teoremi gibi dinamik sistemlerin kararlilik
analizinde kullanilan yoOntemler ve o©zdeslik fonksiyonu, sigmoid fonksiyon, tanh
fonksiyonu, adim fonksiyonu, esik fonksiyonu, parcali dogrusal fonksiyon, signum
fonksiyonu gibi aktivasyon fonksiyonlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Ozellikle
aktivasyon fonksiyonlarinin bilinmesi burada biiyilk 6nem tasimaktadir. Aktivasyon
fonksiyonunun sahip oldugu Ozellikler sistemin kararliligi direkt olarak
etkilemektedir. Literatiirdeki calismalarin neredeyse tamami, sistemlerin kararlilik
analizini gerceklestirirken siirekli aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilmistir. Siirekli
olmayan aktivasyon fonksiyonlarinin kullanilmasi sonucunda bu analizlerin nasil
etkilenecegi, yeterli kosullar elde edilip edilemeyecegi bilinmemektedir. Aym
analizlerin siirekli olmayan fonksiyonlar kullanilarak da gerceklestirilmesi, yapay sinir
aglarinin gelismesini ve daha fazla probleme uygulanabilmesini saglayacagindan

tarafimizdan iizerinde calisilmaya degecek bir konu oldugu diisiiniilmektedir.
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Literatiirde yapay sinir aglar ile ilgili ¢aligmalarin ¢ok biiyiik bir kisminin, neredeyse
tamaminin kararlilik analizleri ile ilgili oldugu ve farkli tipte kararlilik ozellikleri
bulundugu daha 6nceden belirtilmisti. Tez ¢alismasinin bu konuda bir rehber niteligi
tagiyabilmesi acisindan kararlilik tiplerinden bahsetmek gerekli goriilmiistiir ve
kararlilik, asimtotik kararlilik, kesin kararlilik, tistel kararlilik, robust kararlilik, global
kararlilik gibi farkli kararlihik tipleri;  denklemleri, komsuluk degerleri, denge

noktasinin durumlar1 gibi 6zellikleri ile birlikte a¢iklanmistir.

Bu tez calismasinda toplamda ii¢ adet yapay sinir ag1 modeli incelenmis ve kararlilik
analizleri gerceklestirilmistir. . Bu sistemlerden ilki, notral sistemlere gecis amaciyla
faydasi olacagi diisiiniilen klasik gecikmeli yapay sinir agi sistemi, diger ikisi ise farkl
tiplerdeki noétral sistemlerdir. Bu {ic modelin kararlilig1 i¢in tezde daha once verilen
matematiksel bilgilerden, yontemlerden, fonksiyonlardan faydalanilarak yeni yeterli

kosullar elde edilmistir.

Ele alinan ilk modelde egim-sinirli bir aktivasyon fonksiyonu kullanilmis ve sonug
olarak modelin global robust kararlilig1 icin kolaylikla dogrulanabilecek gecikmeden
bagimsiz yeterli kosullar elde edilmistir. Bu kosullar, gecikme parametrelerinden
bagimsiz olarak modelin ag parametreleri arasinda bir iliski olusturmustur. Modelin
kararlilik analizinin gerceklestirildigi calisma [93] referansinda bulunarak daha detayli

incelenebilir.

Notral modeller olan ikinci ve iigiincii modeller, global asimtotik kararlilik igin
gecikmeden bagimsiz yeni yeterli kosullar bulunmustur. Bu modellerin kararlilik
analizinin gerceklestirildigi calismalar [94] ve [95] referansinda bulunarak daha detayl

incelenebilir.

Incelenen iic modelin kararlilik analizi ile ilgili elde edilen yeni yeterli kosullarin
dogrulugunu ispatlayabilmek, ayrica bu kosullarin literatiirde elde edilen benzer
kosullardan daha az kisitlayici oldugunu gosterebilmek amaciyla her modelin kararlilik
kosullar ile ilgili sayisal Ornekler verilmistir. Daha sonra bu sayisal ornekler igin
MATLAB simiilasyonlar1 hazirlanmigtir. Simiilasyonlarda gerceklestirilen islemler su

sekilde sayilabilir.
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e Her 0rnek i¢in elde edilen yeni yeterli kosullarin bulundugu sayisal aralikta
alinan degerlerin kararlilig1 sagladig1 gosterilmistir.

e Her oOrnek icin elde edilen yeni yeterli kosullarin bulundugu sayisal araligin
disinda alinan degerlerin kararsizliga sebep oldugu gosterilmistir.

e Katsayillarin degismesinin, kararli-kararsiz olma durumunu etkilemedigi,
yalnizca davranis seklini veya siiresini etkiledigi gosterilmistir.

® Benzer davranistaki bagka bir aktivasyon fonksiyonu kullanilmasinin kararli-
kararsiz olma durumunu etkilemedigi, yalnizca davranis seklini veya siiresini
etkiledigi gosterilmistir.

e Gecikme degerinin degismesinin kararli-kararsiz olma durumunu etkilemedigi,
yalnizca siireyi etkiledigi gosterilmistir.

e Denenen her deger i¢in grafikler ¢izdirilerek karsilastirmalarin kolaylastirilmasi
saglanmistir.

¢ Elde edilen degerlerin kolaylikla test edilebilecegi gosterilmistir.

e FElde edilen degerlerin literatiirde elde edilen degerlere gore daha az kisitlayici
oldugu gosterilmistir.

e Her Ornegin her teorem icin uygulanamayacagi ancak farkli farkli 6rneklerin
kullanilarak teoremlerde elde edilen degerlerin dogrulugunun ispatlanmasinda

bir sakinca olmadig1 gosterilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar her ne kadar belirli tipteki yapay sinir agi
modelleri i¢in elde edilmis olsa da ¢esitli transformasyonlarla daha fazla sayida yapay
sinir ag1 cesidine de uygulanabilir. Ornegin E = 0 alindif1 takdirde (4.1) sistemi, bir
Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 haline gelir. Bir Cohen-Grossberg yapay sinir aginda
d;(x;)) =1ve ci(x;) =x; i=1,2,..,nise, bu Cohen-Grossberg yapay sinir agi, bir
Hopfield agim ifade eder. Benzer sekilde bir Hopfield agi, parcali dogrusal aktivasyon
fonksiyonu kullaniyorsa bu Hopfield agi, bir hiicresel yapay sinir ag1 haline gelir. Buna
gore (4.1) ile ifade edilen sistemin kararlilik analizinin, kolaylikla standart diger yapay

sinir ag1 modellerine de uygulanabilecegi acikca goriilmektedir.
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Bir gecikmeli yapay sinir ag1 modeli olmasina karsin oldukga farkli karakteristikler
iceren notral sistemler bu tez caligmasinin temelini olusturmaktadir. Bu tezde
tarafimizdan kisa bir siiredir literatiirde kendine yer bulan nétral sistemlerle alakali
doyurucu, anlasilir ve gelistirilebilir bir ¢alisma yapilmaya calisilmistir. Bu amacla
bilinmesi gerektigi diisiiniilen bilgiler, daha onceden yapilmis calismalar verilerek

gerceklestirilen kararlilik analizlerinin kolaylikla anlagilmasi i¢in ugras verilmistir.

Notral sistemlerin dinamik davranis analizi, diger yapay sinir ag1 modellerin kararlilik
analizlerine gore iizerinde daha az calisilan, daha az inceleme yapilan bir konudur ve
tarafimizca gelismeye cok acgik oldugu diisiiniilmekte ve ileride bu tez calismasinin

devamini olusturabilecek nitelikte caligmalar yapilmasi planlanmaktadir.
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