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OZET

SONLU ELEMANLAR YONTEMi iLE CALISAN BiR BIiLGISAYAR
PROGRAMININ GELISTIiRILMESi VE DUZLEM GERILME - DUZLEM
DEFORMASYON PROBLEMLERININ ANALIZi

Bu calismada diizlem elastisite teorisine konu tegkil eden ve “diizlem elastisite
problemleri” olarak adlandirilan diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme problemleri
incelenmistir. Calismanin amaci, diizlem elastisite problemlerinin bilgisayar ortaminda
analizini yapabilecek modiillerin Sonlu Elemanlar Metodu (FEM) ile calisan bir
bilgisayar programinda olusturulmasidir. Bu amac¢ dogrultusunda, FORTRAN
programlama dili ile kodlanmis ve FEM ile calisan TUNAL [1] programindan
yararlamilmistir. Calisma kapsaminda incelenen problemlerin analizi i¢in kurulan sonlu
eleman modellerinde her diigiim noktasinda iki dogrusal yer degistirme serbestligi
bulunabilen, ili¢ kose diigiim noktasina sahip dogrusal ticgen elemanlar kullanilmigtir.
Mevcut calismada bu elemanlarin formiilasyonuna gore analiz yapabilecek modiiller,
kaynak programin hali hazirda kafes ve / veya cerceve tipi elemanlardan olusan
sistemlerin iki boyutlu analizini dogrusal — elastik smirlar i¢inde gerceklestiren
boliimiinde olusturulmustur. Programda olusturulan bu modiillerin dogrulugunu test
etmek amaciyla, incelenen problemler icin kurulan sonlu eleman modelleri SAP2000
(Ver. 9.0.3) programu ile de analiz edilmis ve iki programin sonuglar1 karsilagtirilmistir.
Ayrica her iki programdan elde edilen niimerik ¢éziim sonuglari, bu problemler i¢in
literatiirde verilen analitik ¢6ziim sonuglart ile karsilastirilarak sonlu eleman
analizlerinde kullanilan dogrusal iicgen elemanlarin kullanim alanlan ve yeterliligi

sorgulanmustir.
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SUMMARY

DEVELOPING A COMPUTER PROGRAM BASED ON FINITE ELEMENT
METHOD AND ANALYSIS OF PLANE STRESS - PLANE STRAIN
PROBLEMS

In this study plane stress and plane strain problems, which are the subjects of plane
elasticity theory and named as “plane elasticity problems” were examined. The
objective of this study is to form the subroutines, which can analyze plane elasticity
problems in a part of a computer program based on Finite Element Method (FEM). In
order to achieve this aim, a computer program TUNAL [1] written in FORTRAN and
using FEM was used. Linear triangle finite elements with two linear degrees of freedom
at each node and with three corner nodes were used in finite element models formed for
the examined problems in the scope of the study. The subroutines, which can analyze in
accordance with the formulation of these elements were created in a part of the existing
program, which can analyze structural systems consisting of two dimensional truss and /
or frame elements within the limits of linear — elastic behavior. In order to verify the
subroutines, finite element models formed for the problems were also analyzed with the
computer program SAP2000 (Ver. 9.0.3) and the results obtained from these programs
were compared. Furthermore, application fields and sufficiency of the linear triangle
finite elements used for the finite element analyses were examined by comparing the
numerical results obtained from the two programs with the analytical solution results

given for these problems.
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1. GIRIS

Miihendislik uygulamalarinda, gercekte higbir yapi elemant iki boyutlu olmamasina
ragmen; bu yap1 elemanlarinin olusturdugu tasiyici sistemlerin analizi, bazi kabullerin
yapilabilmesi durumunda iki boyutlu modeller kullamilarak gerceklestirilir. Bu tiir,
idealizasyonlarin yapilabildigi pek ¢cok problemin iki boyutlu analizi ile sistemin gercek
davramigini kabul edilebilir bir yaklagiklikla yansitan ve de genellikle ii¢ boyutlu analize
nazaran daha etkili olan sonuclar elde edilir. Tez kapsaminda incelenen problemleri
konu edinen diizlemsel elastisite teorisinde de, bu tiir yaklasimlar yapilmakta ve
gercekte iic boyutlu elastisite teorisiyle incelenmesi gereken bir problemin analizi iki

boyutlu olarak yapilmaktadir.

Diizlemsel elastisite teorisine konu teskil eden “diizlemsel elastisite problemleri” veya
“iki boyutlu elastisite problemleri” olarak adlandirilan problemler, bilinmeyenleri olan
gerilme ve sekil degistirme bilesenlerinin, sisteme ait koordinat takimindaki bir eksene
(ki bu eksen genelde kalinlik dogrultusunda alinan z eksenidir) bagli olmadigi
problemlerdir. Yani bu tip problemlerin gerilme ve sekil degistirme bilesenleri, gerek
kartezyen gerekse silindirik koordinat takiminda z eksenine paralel dogrultuda hig
degisim gostermezler. Alt indislerinden biri z olan agisal sekil degistirme bilesenlerinin
sifir olmas1 kosulunu da yukaridaki tamima ekleyecek olursak; diizlem elastisite
problemlerinde sekil degistirmeden ©nce z eksenine paralel olan her dogru sekil

degistirmeden sonra da z eksenine paralel kalmaktadir [2].

Bu problemlerin iki tiirii vardir ve bu iki tiir problem i¢in dis yiiklemeler 6zel olarak
almirsa, denklemleri birbirine cok benzer. Eger bir ince levha, sinirindan ve levha
diizlemi i¢inde uygulanmus kuvvetlerin etkisinde ise; o,,1,, ve T, gerilme bilesenleri
levhanin her iki yiiziinde sifira esitlenir ve bu bilesenlerin levhanin tiim kalinlig

boyunca yok oldugu ¢ok fazla bir hata olmaksizin varsayilabilir (Sekil 2.1). Bu sekilde

diizlem gerilme problemleri elde edilmektedir. iki boyutlu problemlerin bir diger tiirii



ise uzun silindirik veya prizmatik bir cisim, siddeti silindirin uzunlugu boyunca
degismeyen yayil yiiklerle yiiklendiginde ortaya cikar (Sekil 2.4). Boyle bir sistemde,
uclardan oldukga uzakta bulunan cisim pargasinda diizlem sekil degistirme gerceklesir,
yani sekil degistirme boyunca meydana gelen yer degistirmeler, silindirin eksenine (z
ekseni olarak alabilecegimiz) dik diizlemler i¢cinde gerceklesir. Bdyle bir durumda birim

sekil degistirme bilesenleri ¢,,v,, ve v,, sifira esitlenir ve & ,& vey, seklinde sadece

ic birim sekil degistirme bileseni dikkate alinir. Bu tiir problemler ise, diizlem sekil

degistirme problemi olarak tanimlanmaktadir [3].

Genel hatlart ile bu sekilde tanimlanan diizlem elastisite problemlerinin
¢Oziimlenebilmesi icin kullanilan belli bash yontemler, “Ters Yontem”, “Yan Ters
Yontem”, “Diiz veya Direkt Yontem” gibi “diferansiyel denklem yollar” olarak da
adlandirilan analitik ¢6ziim yontemleri ile “Deneysel Yontemler”, “Enerji Yontemleri”
ve “Numerik Yontemler” gibi yaklasik ¢6ziim yontemleridir. Ayrica matematiksel
teknikler olarak siniflandirilabilen, “Potansiyel Fonksiyon Yontemi”, “Uygun Koordinat
Takimimmin Kullanmilmas1”,  “Betti Coziim Yonteminin Kullanilmasi”, “1ntegral
Doniistimlerinin Kullanilmasi”, “Kompleks Degiskenli Fonksiyonlarinin Kullanilmas1”

ve “Integral Denklemlerinin Kullanilmas1” gibi ¢oziim teknikleri de bulunmaktadir.

Bu tiir problemlerde oldugu gibi yapt mekaniginde herhangi bir problemin kesin
¢Oziimii i¢in, bilinen elemanter yontemler kullanilarak o probleme uygun diferansiyel
denklem cikarilir. Bundan sonra, problemde mesnetler v.b. sinir sartlar1 da dikkate
alarak, bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii matematiksel olarak yapilir [4]. Analitik
¢Oziim yontemleri, idealde istenen ve dogru sonug¢ veren kesin ¢oziim yontemleridir.
Ancak yap1 mekaniginde karsilagilan diferansiyel denklemlerin kesin ¢6ziimii, bazi
kosullar gerceklestigi takdirde yapilabilmektedir. Ornegin yiik dagilini ve sinir sartlart
gibi parametreler matematiksel olarak kolayca ifade edilebiliyorsa; diferansiyel
denklemin tam ve kesin ¢6ziimil yapilabilir. Buna karsilik, bu kosullarin karisik oldugu
durumlarda c¢oziim zorlagsmakta ve hatta bazen kesin ¢6ziim bulmak miimkiin
olmamaktadir. Ayrica bir problemin, belirli yiikleme ve simir sartlarnn altinda kesin
¢cOziimii yapilsa bile, ylik durumu ve sinir sartlar1 degistiginde problemi yeniden ¢dzmek
gerekecektir. Biitlin bu zorluklar, niimerik yoOntemlerin Onem kazanmasina sebep

olmustur [4].



Ciinkii niimerik yontemler kullanilarak, tekrarlamali ve karmasik problemler kabul
edilebilir bir yaklasiklikla, hizli ve islem hatas1 yapmadan c¢o6ziilebilir. Niimerik
yontemlerin bu 6zelligi, yaklagik ¢oziim yontemleri olmalarinin getirdigi sakincay1
ortadan kaldirmaktadir. Bu nedenle bu ¢oziim yontemleri, son yillarda bilgisayar
teknolojisinin gelisimine paralel olarak ileri diizeyde miihendislik problemlerinin
bilgisayar yardimiyla c¢oziilmesinde sikca tercih edilir olmustur. Bu nedenler
dolayistyla, mevcut tez calismasinda niimerik yontemlerden Sonlu Elemanlar Metodu
(FEM) kullanilmistir. Incelenen diizlem elastisite problemlerinin analizi, FEM ile
yapilmistir. Bu dogrultuda tez ¢alismasi kapsaminda, her diigiim noktasinda maksimum
iki dogrusal yer degistirme bileseninin bulunabilecegi, kose noktalarindaki ii¢ diigiim
noktasina sahip dogrusal {iiggen elemanlarin formiilasyonuna gore soz konusu
problemlerin bilgisayar ortaminda analizini yapabilecek modiiller, FEM ile ¢alisan bir
bilgisayar programinda olusturulmustur. Modiillerin dogrulugunu test amaciyla dort
adet diizlem elastisite problemi, SAP2000 (Ver. 9.0.3) ile de analiz edilmis ve ayrica bu
iki programdan elde edilen yaklasik ¢oziim sonuglari, analitik ¢6ziim sonuglar ile

karsilastirilmastir.

Mevcut ¢alismanin 2. Boliim’iinde “Genel Kisimlar” baglhig: altinda, diizlem gerilme ve
diizlem sekil degistirme halleri tanimlanarak; bu diizlemsel hallerin meydana geldigi
problemlerde dikkate alinan biiyiikliiklerin saglamasi gereken denklemler belirtilmis ve
bu problemlerin genel ¢oziim yontemleri ile mevcut caligmada kullanilan ¢oziim
yontemi hakkinda bilgi verilmistir. 3. Boliim’de “Dogrusal Ucgen Eleman
Formiilasyonu” baslig1 altinda problemlerin sonlu eleman analizi i¢in kullanilan eleman
tipine ait formiilasyon ve “Bilgisayar Programi1” baslig1 altinda da bu sonlu elemanlarin
formiilasyonuna gore analiz yapan modiillerin olusturuldugu kaynak bilgisayar
programinin tez caligmast kapsamindaki haline ait detaylar verilmistir. Calismanin 4.
Boliim’iinde “Bulgular” baglig: altinda ise, modiillerin dogrulugunu test etmek amaciyla

analiz edilen dort adet diizlem elastisite problemi i¢in elde edilen sonuglar verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. DUZLEM GERILME HALI

Dis kuvvetlerin etkisinde bulunan bir cismin herhangi bir noktasindan gecen biitiin
yiizey elemanlarindaki gerilme vektorleri, ayni bir diizleme paralel ise bu gerilme hali,
iki eksenli veya diizlem gerilme hali olarak tanimlanir [5]. Diizlem gerilme halinin
gerceklestigi yapi elemanlari, diizlemi icerisinde yiiklii ve kalinlig1 diger boyutlarina
nazaran ¢ok kiiciik olan ince levha tipi elemanlardir. Bu nedenle diizlem gerilme

problemleri literatiirde “ince levha problemleri” olarak da adlandirilir.
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Sekil 2.1 Diizlem gerilme hali [6], gerilme ve sekil degistirme tansorleri

Sekil 2.1°de goriilen levha noktalari, (x, y) diizlemi levhanin orta diizlemiyle ¢akisan bir
dik x, y, z koordinat eksen takimina gore verilmektedir [6]. Levha, sinirindan, orta
diizlemine paralel, kalinlik boyunca diizgiin yayilmis bulunan [7] ve kendi arasinda

dengede olan bir takim kenar kuvvetleriyle yiiklenmektedir. Eger, z=+1/2h sinir
yiizlerinde dis kuvvet yoksa bu halde buralarda o,,1,, ve T, gerilme bilesenleri, sifir

olmak zorundadir. Levha kalinlig1 h, cok kiigiik ve kiitle kuvvetleri de levha diizlemine
paralel ise; bu takdirde yukarida belirtilen gerilme bilesenlerinin levha i¢inde de ihmal
edilebilecek kadar kiiciik kaldigr kabul edilebilir [6]. Buna gore, bdyle bir levhanin her

noktas: i¢cin Denklem 2.1°deki esitlik yazilabilir ve yine her noktadaki gerilme hali,



yalmiz 6,06, ve T bilesenleri ile tayin edilir. Bu suretle, diizlem gerilme hali elde

edilmis olur.

c,=1.=1,=0 2.1

Bir diizlemsel gerilme probleminde, herhangi bir nokta i¢cin 6, ,6, vet, gerilmelerinin

bilinmesi durumunda; bu noktadan gegen biitiin yiizey elemanlarindaki gerilmeler,

bilinen gerilmeler cinsinden elde edilebilir. Yani diizlem gerilme hali i¢in, 6, ,G, veT,,

gerilme bilesenlerinin bilinmesi yeterlidir. Bu nedenle en genel durum igin

6,,6,,0,,%,,,T,,,T,,T,.T, ve T, seklindeki altisi bagimsiz dokuz bilesenin

xy? Uxz2 Cyxo Tyzo
olusturdugu 3x3’liikk simetrik, kare matris formundaki gerilme tansorii, bu gerilme
halinde Sekil 2.1°deki halini alir. S6z konusu noktadan gecen diger ylizey
elemanlarindaki gerilmeler ise; nokta civarindan alinmis, sonsuz kiiciik bir elemanin
dengesinden elde edilen “doniisiim formiilleri” ile elde edilir. Doniisiim formiilleri
bilindigi lizere, incelenen bir nokta civarindaki asal normal gerilmeler ve asal kayma
gerilmelerine ait deger — dogrultular gibi tim 6zel ve ara gerilme de8er —

dogrultularinin hesaplanmasi i¢in yeterlidir.

Denklem 2.1°den anlasildig iizere, bu gerilme halinde o, asal gerilme ve dolayisiyla z
ekseni bir asal eksendir.c, O, ve T gerilme bilesenleri ise, orta diizleme dik olan

kesitlerde yer alir ve hepsi orta diizleme paraleldir [6]. Bu ii¢ bilesenin de z’den
bagimsiz olduklari, yani kalinlik boyunca degismedikleri kabul edilebilir. Bu bilesenler,
yalniz x ve y’nin fonksiyonlaridirlar [7]. Bu kabul, levhaya etkiyen kuvvetlerin kalinlik

boyunca diizgiin yayili etkimesi halinde gercekcidir.

Ancak bir diizlemsel gerilme probleminde dis kuvvetlerin, levha kalinhigna dik
dogrultuda diizgiin yayili olmayip, levha orta diizlemine gore simetrik olmalari
durumunda; diizlem gerilme problemine ait temel denklemler (denge diferansiyel
denklemleri, yer degistirme — birim sekil degistirme bagintilari, biinye bagintilari),
gerilme ve sekil degistirme bilesenlerinin levha kalinligi boyunca ortalama degerleri

icin gecerli olurlar. Bu durumda problem “genellestirilmis diizlem gerilme problemi”



olarak adlandirilir. Ancak bu 6zelligin ¢6ziim yontemine herhangi bir etkisi yoktur. Cok

ince levhalarda bu diizgiin yayilamamanin doguracagi fark cok kiigiiktiir [2].

2.1.1. Diizlem Gerilme Haline Ait Temel Denklemler

Diizlemsel elastisite problemlerinde amag, ele alinan bir simir deger problemini
¢O6zmektir. Bir sinir deger problemi ¢ok basit olarak, verilen bir bolgede belirli temel
denklemleri ve o bolgenin smirlarinda da verilen smir kosullarim1  saglayan
fonksiyonlarin arandigi problemler olarak tamimlanabilir. Bu tiir problemlerde, inceleme
yapilan diizleme dik dogrultuda incelenen temel biiyiikliiklerde degisim olmadigi
diisiiniiliirse, yukaridaki tanimda so6zii gecen bolge bir diizlemin belirli bir parcasi veya
tiimiidiir. Ad1 gecen sinirlar ise, o bolgeyi iizerinde bulundugu diizlemin kendisine ait

olmayan kisimlarindan ayiran, bir veya daha fazla kapali egriden olusur [2].

Diizlemsel elastisite problemlerinde incelenen gerilme, yer degistirme ve birim sekil
degistirme biiyiikliiklerinin saglamas1 gereken denklemler; denge denklemleri, biinye
bagimtilar1 ve yer degistirme — birim sekil degistirme bagintilar1 olup; bu denklemlerin

hepsine birden “temel denklemler” veya “alan denklemleri” denir.

2.1.1.1. Dengenin Diferansiyel Denklemleri

Homojen olmayan gerilme durumunda gerilmeler noktadan noktaya farklidir. Bu
durumda gerilmelerin siirekli oldugu varsayilirsa, eksenlere paralel secilmis bir
prizmatik elemanin paralel yiizlerinde gerilmeler esit olmaz [8]. Ornegin, Sekil 2.2°de

goriilen ve boyutlar1 Ax,Ay olan diizlem gerilme etkisindeki levhanin herhangi bir
noktasindaki gerilme halini belirten o, ,O, Vet degerleri, bulunduklar1 noktanin bir
fonksiyonudur yani o, (X,y),0,(x,y) ve T (x,y) dir. Denge esasina dayanarak bu ii¢

fonksiyonun birbirinden bagimsiz olmadigi, aksine tiirevleri arasinda belirli iliskiler

bulundugu gosterilebilir; iste bu bagintilara “diferansiyel denge denklemleri” denir [9].

X ve Y birim hacme etkiyen kiitle kuvvetlerini gostermek iizere; sekildeki levha,
kenarlarina etkiyen yiizey kuvvetleri ve hacmine etkiyen kiitle kuvvetleriyle dengededir.
Elemanin dengesini ifade eden iki denklem, sirasiyla x ve y eksenleri dogrultularindaki

izdiisiim denklemlerinden Denklem 2.2’deki gibi elde edilir.



y T 7, (6 )+ Bra(: » Ay 7, (x, y)+?mr+ af“a(:' » Ay
CLLLLLE N D, o ety
D! L: ' C D '
P‘ s
'ﬁ s
‘—$ AY X j_, AY
'ﬁ ,

“ AX A AX
>
ﬁ ’ g A B 9o, (x,)
AR ™ e Y
To(X,y) o Brn(x,y)Ar
> T, (x, )+ ™ X
x
Sekil 2.2 Dengenin diferansiyel denklemleri [9]
do, 01 do, ot
X 4 Xy +X:0 y + Xy +Y:0 (22)
ox dy dy  dx

Pratikteki uygulamada cok kere, cismin agirligi yegane kiitle kuvvetidir. Bu sebeple y
eksenini agagiya dogru alip cismin birim hacim kiitlesini p ve yer ¢ekimi ivmesini g ile
gosterirsek [7]; Denklem 2.2°de x ekseni dogrultusundaki X kiitle kuvveti bileseni

sifira, y ekseni dogrultusundaki Y kiitle kuvveti bileseni ise p.g degerine esit olur.

2.1.1.2. Biinye Bagintilar
Tez genelinde hesaplar, malzemenin hooke cismi davranis1 gosterdigi dogrusal — elastik
sinirlar icinde yapilmistir. Bu nedenle, bu boliimde s6z konusu simirlar iginde gecerli

olan biinye bagintilar1 verilmistir.

Birinci mertebe teorisine gore normal gerilmeler a¢1 degisimi, kayma gerilmeleri de boy
degisimi yapmayacaklarindan; gerilmeden bagimsiz olarak genellikle 1s1 degisimi gibi
nedenlerle gerceklesen ilkel sekil degistirmelerin olmamasi durumunda, dogrusal —
elastik, homojen ve izotrop malzeme i¢in diizlem gerilme halinde biinye bagintilar1 [10,

11], Denklem 2.3.a ve Denklem 2.3.b’deki gibidir.

1 1 O

€, :E(GX -90,) e, :E(Gy -90,) g,= _E(Gx +0,) (2.3.2)
T,

ny = sz = 0 YYZ = 0 (23b)
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Burada biitiin biiyiikliikler, kalinlik boyunca sabit olup; sadece x ve y’nin
fonksiyonudur. Denklemlerden goriildiigii iizere, kalinlik dogrultusundaki z eksenine
paralel dogrultuda kayma gerilmeleri bulunmadigindan; x ile z ve y ile z eksenlerinin
dikligi bozulmaz, dolayisiyla sekil degistirmeden Once z eksenine paralel olan her
dogru, sekil degistirmeden sonra da z eksenine paralel kalir. Ayrica bu gerilme halinde,
kuvvetlerin etkidigi diizleme dik normal gerilmeler olusmazken, bu dogrultudaki birim

sekil degistirmelerin de sifir olmasi sart degildir ve 6zel haller disinda sifirdan farklidir.

2.1.1.3. Yer Degistirme — Birim Sekil Degistirme Bagintilar

Genel durumda dogrusal olmayan ikinci mertebe terimler igeren yer degistirme ve birim
sekil degistirme bilesenleri arasindaki bagintilar, diizlem gerilme hali i¢in X ve y’nin
siirekli ve tek degerli fonksiyonlar1 olan u=u(x,y), v=v(X,y) ve sadece z’nin
fonksiyonu olan w =w(z) yer degistirmelerinin, cismin karakteristik boyutlar1 yaninda
cok kiiciik olmalar1 halinde sadelestirilerek Denklem 2.4’deki dogrusal terimlerle ifade

edilirler.

_du

tTax

ov du dv
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2.1.2. Diizlem Gerilme Haline Ait Uygunluk Denklemleri

Bir diizlem gerilme probleminde, problemin bilinmeyenleri olan 8 biiyiikliik
6,,0,.,T,,€,€,Y,, u ve v 'nin saglamasi gereken denklemler, Denklem 2.2, Denklem
2.3 (g,, V,, vev,, hari¢) ve Denklem 2.4’de verilen 8 temel denklemdir. Bu 8 denklem,

2 denge denklemi ve gerilmeler cinsinden yazilarak 1 uygunluk kosulu yardimiyla 3’e

indirilebilir [8].

Iki eksenli problem hallerinde, birim sekil degistirme bilesenlerinden yalniz
€,,€ ve Y, 'yl goz Oniine almak yeterlidir. Bu ii¢ birim sekil degistirme bileseni,
Denklem 2.4’de u ve v gibi iki yer degistirme fonksiyonuyla ifade edildiklerine gore
keyfi olarak secilemezler ve aralarinda Denklem 2.4°deki ifadelerden kolaylikla elde
edilebilen bir belirli baginti vardir. € ’in y’ye gore, € ’in x’e gore iki kere ve v, 'nin

bir kere x’e bir kere de y’ye gore tiirevi alinirsa Denklem 2.5 elde edilir [7].



e, J% O, 2.5)
dy> ox’> oxdy

Uygunluk sarti adim1 alan bu diferansiyel baginti, birim sekil degistirme bilesenlerine
Denklem 2.4’deki bagintilar ile baghh olan u ve v fonksiyonlarin1 dogrulamak iizere,
gerilme bilesenlerinin saglamalart gereken ifadedir [7]. Bu ifade, gerilme bilesenleri

arasindaki bir bagintiya ¢evrilebilir. Bu amagla, Denklem 2.5°de, € .e vey,

bilesenleri icin Denklem 2.3’de verilen ifadeler yerlerine konulur ve diferansiyel denge
denklemlerinden ilkinin x’e gore, ikincisinin y’ye gore tiirevleri alinarak taraf tarafa
toplanmasiyla elde edilen denkleme esitlenirse; diizlem gerilme halinde gerilmeler

cinsinden uygunluk kosulu Denklem 2.6’daki gibi elde edilir.

2> 9° oX dY
(a?+a—sz(Gx +Gy) :—(1+ﬂ)(a—x+gJ (26)

2.1.3. Diizlem Gerilme Haline Ait Simir Sartlar:

Diizlemsel elastisitenin temel denklemlerinin belirli bir bélgede saglanmasina ek olarak,
bolge simirlarina varinca bulunan gerilme ve yer degistirme degerlerinin problemde
verilmis olan degerlerle aym olmalar1 gerekir [2]. Problemin sinir sartlar1 olan bu ek
kosullar, gerilmeler veya yer degistirmeler cinsinden verilebilir. Gerilmeler cinsinden
verilmesi halinde problem, “gerilme problemi” ; yer degistirmeler cinsinden verilmesi

halinde ise “yer degistirme problemi” olarak ele alinir.

yA o
4

>

——> Ty

N

Sekil 2.3 Sinir sartlar1 [9]

Diizlem gerilme halinin gergeklestigi bir gerilme probleminde esas alinan biiyiikliikler

6,0, vet, fonksiyonlari olup; bu problemlerin genel denklemleri, Denklem 2.2 ile

verilen diferansiyel denge denklemleri ve Denklem 2.6 ile verilen uygunluk kosuludur.
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Ayrica aranan 6, ,6, vet,  fonksiyonlar, sinirda Sekil 2.3’de goriilen sinir elemanin

dengesinden elde edilen Denklem 2.7°deki sinir sartlarini saglamak zorundadirlar.
Gerilmelerin belirlenmesinin ardindan problemin geriye kalan diger biiytikliikleri

€, ,€, vey,, Denklem 2.3’den; u ve v degerleri ise Denklem 2.4’den elde edilir.
q,=0,sin6+71, cosH q, =T, sin6-c, cos6 (2.7)

Bir yer degistirme probleminde esas alinan biiyiikliikler ise, u ve v fonksiyonlaridir. Iki
bilinmeyenli olan yer degistirme problemlerinin genel denklemleri, gerilme problemi
icin Denklem 2.2’de gerilmeler cinsinden verilmis denge denklemlerinin biinye ve yer
degistirme — birim sekil degistirme bagintilarindan yararlanilarak yer degistirmeler
cinsinden yazildigr Denklem 2.8.a ve Denklem 2.8.b’ deki denge denklemleridir. u ve v
fonksiyonlari, ayrica sinirda verilmis yer degistirme degerlerini saglamak zorundadirlar.
Gerilme problemlerinde oldugu gibi, problemin geriye kalan biiyiikliikleri temel

denklemler yardimiyla bulunur.

0> o 1+9)( 0°u v
G|| —+— X=0 2.8.
_(axﬁayz u+(1—ﬁj(ax2+8x8y _+ (28.2)
(9 & 149 °u _ 9°v)]
G|| —+— — — Y=0 2.8.b
_(axﬁayz V+(l—ﬁj(ax8y+ay2 _+ ( )

2.2. DUZLEM SEKIL DEGiSTiRME HALIi

Bir sekil degistirme halinde yer degistirme vektorleri, ayn1 diizleme paralel kaliyorsa ve
bu diizleme dik koordinata bagl degiller ise; bu tip sekil degistirmeye diizlem sekil

degistirme adi1 verilir [5].

Diizlem sekil degistirme halinin gerceklestigi pek cok 6nemli problem vardir. Ornegin,
enine basing etkisindeki istinat duvari, menfez yahut tiinel, i¢ basin¢ etkisindeki
silindirik boru, bilyali yataklarda oldugu gibi cap diizlemi icinde basing etkisindeki
silindir [7]. Pratikte 6nem tasiyan bu tiir problemlerin hemen hepsinde silindirik veya
prizmatik cisimlerle kargilasilir [2]. Bu nedenle diizlem sekil degistirme problemleri,

literatiirde “uzun silindir problemleri” olarak da adlandirilir.
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Sekil 2.4’de yarigap1 uzunluguna nazaran ¢ok kiiciik olan bir silindir goriilmektedir. S6z
konusu cismin, boyuna elemanlarina dik kuvvetlerle yiiklenmesi ve bu kuvvetlerin
uzunluk boyunca sabit kalmasi durumunda; bir baska deyisle yiizeye etkiyen
kuvvetlerin bilesenlerini gostermek iizere q, =q,(x,y) q,=q,(X,y) q, =0 olmasi ve
aynt zamanda silindirin birim hacmine etkiyen kiitle kuvvetlerinin de ylizey
kuvvetleriyle aymi karakterde olmast durumunda; biitiin dik kesitlerdeki bicim
degisiklikleri aym olur ve sadece (X, y) diizlemi i¢inde gelisir. Buradan silindirin
herhangi bir A(x, y, z) noktasina ait A—A.'yer degistirme vektoriiniin (X, y) diizlemine
paralel olmasi ve yalnmz z degismekle bu vektoriin degismemesi gerektigi sonucuna
varilir. Yani z eksenine paralel bir dogru iizerinde alinan A ve B noktalarina ait AA' ve
BB' yer degistirme vektorleri birbirine esittir. Bu aciklamaya gore yer degistirme
vektorlerinin bilesenleri Denklem 2.9°daki gibi olmalidir ve bir yer degistirme durumu

bu sartlar1 gergeklerse, onun tarif ettigi sekil degistirme haline diizlem sekil degistirme

hali denir [9].

u=u(x,y) v=v(X,y) w=0 2.9)

L 4 -y ]

“ x E’ Y, —— z_ ;
@' ! (x) 5 | e
TTTTTTTTTTTTTT P [sz]: T Oy
e 0 0 o

Sekil 2.4 Diizlem sekil degistirme hali, sekil degistirme ve gerilme tansorleri

u ve v fonksiyonlarmin yalmz x, y degiskenlerine bagli olmasi nedeniyle bu sekil

degistirme halinde €, ,e vey, fonksiyonlart da yalmz x, y degiskenlerine baghdir.

Ayrica Denklem 2.9’dan da goriildiigii tizere, z eksenine paralel dogru parcalarinda bir
uzunluk degisimi s6z konusu olmadigi gibi bu dogru parcasinin dogrultusu da sekil
degistirme sirasinda kendine paralel kalir [9]. Bu durum, Denklem 2.10 ile ifade edilir.
Sekil degistirme bilesenlerine bagl olarak, bir noktadaki gerilme hali bilesenleri ise,

Denklem 2.11’deki gibidir.



e =€ (x,y) g, =¢€,(x,y) g, =0

(2.10)
Yo =V (Xy)  7,=0 Y, =0

o,=0,(x,y) 6,=0,(xy) ©,=0,(XY)

(2.11)
T, =T,xy) 1,=0 T,=0

2.2.1. Diizlem Sekil Degistirme Haline Ait Temel Denklemler

Bir diizlem sekil degistirme probleminde de problemin bilinmeyenleri olan

0,,0,,T,,€,€,Y,, U VeV fonksiyonlarinin saglamasi gereken temel denklemler,

xy?

denge denklemleri, biinye ve yer degistirme — birim sekil degistirme bagintilaridir.

Diizlem sekil degistirme ve diizlem gerilme hallerinin gerceklestigi iki gerilme
probleminin denge denklemleri arasinda bir fark yoktur. Ciinkii Denklem 2.2 ile verilen
denklemler, x ve y eksenleri dogrultusunda yazilmis diferansiyel denge denklemleridir
ve iki diizlemsel halde de x, y eksenleri dogrultusunda gerilmeler ayn1 karakterdedir.

Diizlem gerilme halinde sifir olan z ekseni dogrultusundaki &, gerilmesi ise, diizlem

sekil degistirme halinde sadece x ve y’ye bagl olup; z ile degismez. Bu nedenle bu

eksen dogrultusundaki denge denklemi 6zdes olarak saglanir [9].

Yer degistirme ve birim sekil degistirme bilesenleri arasindaki geometrik karakterli
bagintilar da z dogrultusundaki hari¢ olmak iizere, her iki diizlemsel hal i¢in aynidir ve

Denklem 2.4’deki gibidir.

Ancak saglanmasi gereken temel denklemlerden biinye bagintilari, her iki diizlemsel hal
icin aynmi degildir. Ciinkii diizlem sekil degistirme probleminde z ekseni dogrultusundaki

o, normal gerilmesi € _ve€  hesabima etki eder. Diizlem gerilme hali i¢in Denklem 2.3

ile verilen biinye bagintilari, acisal birim sekil degistirmeleri ayn1 olmak iizere diizlem

sekil degistirme halinde Denklem 2.12’deki gibidir.

_1+9

S y

8:%[(1—6)6)(—6%] (1-®)o,-vo, | & =0 (212)
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2.2.2. Diizlem Sekil Degistirme Haline Ait Uygunluk Denklemleri

Her iki diizlemsel hal i¢inde € ,e vey, fonksiyonlar aym karakterde oldugundan;

diizlem gerilme hali icin birim sekil degistirmeler cinsinden Denklem 2.5 ile verilen
uygunluk denklemi, diizlem sekil degistirme hali i¢in de gecerlidir. Ancak bu iki
diizlemsel halin biinye bagintilar1 farkli oldugundan, diizlem gerilme icin gerilmeler
cinsinden Denklem 2.6 ile verilen uygunluk kosulu, diizlem sekil degistirme halinde

Denklem 2.13’deki halini alir.

9 9 Vo, 4o, )= X, K
ox> oy: N Y 1-9lox 9y

Denklem 2.6 ve Denklem 2.13’den goriildiigii tizere; kiitle kuvvetlerinin sabit olmast

(2.13)

veya ihmal edilebilmesi halinde, her iki diizlemsel halin gerilme problemleri ayni1 sinir
sartlar1 i¢in aym ¢Oziimii verir. Aradaki tek fark diizlem sekil degistirme etkisindeki

cisimde kalinlik boyunca degismeyen o©,(x,y) gerilmelerinin, diizlem gerilme
etkisindeki cisimde ise yine kalinlik boyunca degismeyen €, (x,y) birim gekil degistirme

bileseninin bulunmasidir.

Ancak kiitle kuvvetlerinin sifir olmas1 halinde bile bir yer degistirme probleminin
¢Oziimii, gerilme probleminin aksine her iki diizlemsel hal icin aymi degildir. Ciinkii
sinir sartlarinin yer degistirmeler cinsinden verildigi bir diizlem sekil degistirme halinin
denge denklemleri, diizlem gerilme hali etkisindeki bir yer degistirme problemi icin
verilen Denklem 2.8.a ve Denklem 2.8.b’den farkli olup; Denklem 2.14.a ve Denklem
2.14.b’deki gibidir.

2 2 2 2
G a—2+a—2 u+( ! j 81;+ v +X=0 (2.14.2)
ox™  dy 1-29){ ox”  oxdy) |
(9 & 1) u %)
_{axz+ay2jv+(1—2ﬁJ{axay+ay2j_+ ( .
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2.3. AIRY GERILME FONKSIYONU

Uygulamada ¢ok defa problemin simir sartlari, gerilme tipinden verilir; bu sebeple
diizlemdeki elastisitenin gerilme problemi, digerlerine (yer degistirme problemi) gore
bir oncelik kazanir [9]. Diizlemsel elastisitenin gerilme problemine en uygun diisen ve
en ¢ok kullanilmis olan formiilasyon, 1862 yilinda G.B. Airy tarafindan onerilmis olan
ve bu nedenle “Airy Gerilme Fonksiyonu” adini1 alan bir skaler fonksiyon cinsinden
yapilan formiilasyondur [2]. Gerilme problemi, cift degiskenli bu fonksiyon ile ¢ok

sadelesir. Biitiin problem, bu tek fonksiyonun belirtilmesine indirgenebilir [9].

Bir gerilme probleminde saglanmasi gereken genel denklemler, diizlem gerilme hali i¢in
Denklem 2.2 ve Denklem 2.6 ile diizlem sekil degistirme hali i¢in ise Denklem 2.2 ve
Denklem 2.13 ile verilmisti. Bu denklemlerde kiitle kuvvetlerinin en genel durumda
degisken oldugu ve V potansiyeline sahip oldugu kabulii yapilarak, bilesenler Denklem
2.15 ile ifade edilirse; Denklem 2.2’deki denge denklemlerini 6zdes olarak saglatacak
gerilme fonksiyonu @(x, y) ile gerilmeler arasindaki iligki, Denklem 2.16’daki gibi

kurulur.
x=_ 9V y=_9V 2.15)
ox dy
o’® o’®P o’®P
c, = P +V o, = W +V T, :—axay (2.16)

Gerilme fonksiyonu cinsinden Denklem 2.16 ile ifade edilen gerilmeler, Denklem
2.6’daki uygunluk denkleminde yerlerine konulursa; diizlem gerilme hali i¢in Airy
gerilme fonksiyonu cinsinden uygunluk denklemi, Denklem 2.17°deki biharmonik
denklem halini alir. Denklem 2.16°daki ifadeler, Denklem 2.13’de yerlerine konulursa;
diizlem sekil degistirme hali icin Airy gerilme fonksiyonu cinsinden uygunluk denklemi

ise, Denklem 2.18’deki gibi elde edilir.

@ Y > 2
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2 2 \? 2 2
{887+aa_yzj cp:—(%){aa?+aa—szV (2.18)
Boylece kiitle kuvvetlerinin en genel durumunda, diizlem gerilme hali i¢in Denklem 2.2
ve Denklem 2.6 ile verilen bir problemin ¢oziimii Denklem 2.17°deki; diizlem sekil
degistirme hali icin Denklem 2.2 ve Denklem 2.13 ile verilen bir problemin ¢6ziimii ise
Denklem 2.18’deki diferansiyel denklemi saglayan bir ®(x, y) fonksiyonunun
bulunmasina indirgenir. Denklem 2.17 veya Denklem 2.18’deki diferansiyel

denklemleri saglayan bir¢ok fonksiyon bulunur. Ancak gercek ¢6ziim, bunlar arasindan

sinir sartlarini da saglayan fonksiyondur.

Kiitle kuvvetlerinin sifir veya sabit olmasi halinde ise, Denklem 2.17 ve Denklem
2.18’in her ikisinde de esitligin sag taraft sifir olur. Bu durumda gerilme problemi,
malzeme katsayilarina bagli olmadig1 gibi, diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme

hallerinde ayn1 sonuclari verir.

2.4. DUZLEM ELASTISITE PROBLEMLERININ COZUM YONTEMLERI

Diizlemsel elastisite problemlerinin ¢6ziim yontemlerinin pek ¢ogunda temel denklem
olarak Airy gerilme fonksiyonunun tek bilinmeyen fonksiyon oldugu Denklem 2.17
veya Denklem 2.18 alinir ve bu denklemin ¢oziiliis sekli yontemin 6zelligini olusturur
[2]. Elastisite teorisinin cesitli sinir deger problemlerinin ¢oziimlenebilmesi icin
kullanilan belli basli yontemler, “Ters Yontem”, “Yar1 Ters Yontem”, “Diiz veya
Direkt Yontem”, “Deneysel Yontemler”, “Enerji Yontemleri” ve “Niimerik Yontemler”
olarak siralanabilir. Bu ¢oziim yontemleri disinda s6z konusu problemlerin ¢6ziimiinde
matematiksel teknikler olarak siniflandirabilecegimiz, “Potansiyel Fonksiyon Yontemi”,
“Uygun Koordinat Takiminin Kullanilmas1”, “Betti C6ziim Yonteminin Kullanilmas1”,
“Integral Doniisiimlerinin Kullamlmas1”, “Kompleks Degiskenli Fonksiyonlarmin
Kullanilmas1” ve “Integral Denklemlerinin Kullanilmasi” gibi ¢6ziim teknikleri de
bulunmaktadir [12]. Coziim yontemleri ve teknikleri arasinda kesin bir sinir olmamakla
birlikte bu boliimde sadece ¢esitli sinir deger problemlerinin ¢dziimlenebilmesi icin

kullanilan belli bash yontemler kisaca 6zetlenmistir.
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2.4.1. Ters Yontem

Bu yontemde problemin c¢oziimiinii olusturan gerilme, sekil degistirme ve yer
degistirme bilesenlerinin tiimi icin, ilgili diferansiyel denklemleri gercekleyen bazi
uygun fonksiyonlar secilir [12]. Bu fonksiyonlardan verilen bolgenin ¢evresindeki sinir
sartlar1 hesap edilir. Bulunan simir sartlari, hangi problemde s6z konusu olursa; onun
icin ¢oziim elde edilmis olur [9]. Yani bu yontemde diferansiyel denklem takiminin
coziilerek, problemin coziimiiniin yapilmasi yerine; ters olarak, denklem takimim
saglayan bir takim fonksiyonlar icinde sinmir kosullarim saglayan, ¢6ziim olarak

secilmektedir [12].

Uygulama i¢in onemli olan bircok fonksiyonun verecegi gerilme ve smur sartlarinin
tablosunun hazirlanmasi halinde, gerektiginde bu tablodan verilen sinir sartlarina uygun
bir ¢oziim secmek miimkiindiir [9]. Ayrica bu yontem ile, birkac basit problemin
¢Oziimii yapilabilirse bunlar1 kendi aralarinda siiperpoze etmek suretiyle pratik

bakimdan diger baz1 problemlere de ¢dziim bulmak miimkiin olur [12].

2.4.2. Yan Ters Yontem

Bu yonteme gore, problemin ¢oziimiinii teskil eden gerilme, sekil degistirme veya yer
degistirme bilesenlerinin tiimii yerine bir kismui icin, ilgili diferansiyel denklemlerin
bazilarini saglayan uygun bir takim fonksiyonlar segilir. Geriye kalan bilesenler de, geri
kalan diferansiyel denklemleri integre etmek ve sinir kosullarimi saglatmak suretiyle
belirlenirler. Yonteme bilinmeyenlerin tiimii yerine bir kismina uygun fonksiyonlar
secerek ve diger kisminin ise bazi diferansiyel denklemleri ve sinir kosullarin

saglayacak sekilde belirlenmesinden dolay1 yar ters yontem adi verilir [12].

Yontem, Saint - Venant tarafindan bulunmugstur. Saint - Venant bu yontemle ilgili
calismalarin1 1853’te Fransiz Akademisi'ne verdigi bir anlamda o donemde ¢igir acan
calismasinda sunmustur. Bu caligmasinda degisik sekillerde kesitlere sahip prizmatik
cubuklarin burulma ve egilmesi konusunda ¢oziimler vermistir. Saint — Venant, yar1 ters
yontemi ayrica ucundan yiiklii bir konsol kirisin egilme problemine uygulamistir.
Elemanin her kesitindeki normal gerilmelerin elemanter kiris teorisi tarafindan dogru
olarak verildigini varsayarak; biitiin elastisite denklemlerini saglayan kayma gerilmeleri

dagiliminin bulunmasinin miimkiin oldugunu gostermistir. Bu sekilde, cesitli kesitlere
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sahip prizmatik cubuklarin egilmesi icin kesin coziimler elde etmistir. Caligmasini
sadece problemin genel ¢6ziimii ile smirlandirmamis; ayrica dikdortgen kirislerde

maksimum kayma gerilmesinin hesaplanabilecegi tablolar da hazirlamistir [3].

2.4.3. Diiz veya Direkt Yontem

Belirli bir simir deger problemini olusturan ilgili diferansiyel denklem takiminin tiimii,
dogrudan dogruya integre edilerek c¢oziimler bulunduktan sonra, bunlarla smr
kosullarimin  gerceklenmesine calisilir. Bu  yontem, denklem takimlarinin
integrasyonunda veya sinir kosullarinin saglatilmasinda ortaya cikan giicliikler

nedeniyle, az sayida probleme basar ile uygulanabilmistir [12].

2.4.4. Deneysel Yontemler

Smir sekillerinin ve yiiklemelerin matematiksel yaklasima uygun olmadigi [2] yani
gerek form ve gerekse sinir sartlari yiiziinden karisik olan problemlerde, analitik
coziimler elde etmede karsilasilan giicliikler cok biiyiik olciidedir. Fakat bu giicliikler,
niimerik yontemler ve yiizeysel sekil degistirmelerin “strain — gauge’lerle Olciilmesi

veya “fotoelastik yontem” gibi deneysel yontemler ile ¢oziimlenebilir [7].

Deneysel yontemlerde yapilacak bir model veya prototip iizerinde, sekil degistirme veya
gerilmeler dogrudan dogruya OoOlciiliir [9]. Fotoelastik yontem, David Brewster’in
gerilme etkisinde ve polarize 151k altinda birakilan bir cam parcasinda gerilme sebebi ile
parlak renkli sekillerin goriilmesi hakkindaki bulusuna dayanir [7]. Bu yontem ile
diizlemsel elastisite problemlerinin ¢oziimiine iliskin ilk donem calismalari, Maxwell,

C. Wilson, G. Stokes ve A. Mesnager gibi isimler tarafindan yapilmistir.

Fotoelastik renk sekilleri ile analitik coziimler arasindaki karsilastirmalar fizikci
Maxwell tarafindan yapilmistir. Fikir ¢ok daha sonra C. Wilson tarafindan miinferit
kuvvetle yiiklii kiristeki gerilmelerin incelenmesine uygulanmistir [7]. Wilson, yontemi
ortasindan yiiklii dikdortgen kesitli bir kiristeki gerilmelerin arastirilmasinda uygulamis
ve kendi ol¢tiigii gerilmeler ile klasik kiris formiilasyonunun tahminleri arasinda biiyiik
Olctide farkliliklar bulmustur. Ancak bu farkliligin agiklamast G. Stokes tarafindan
yapilmistir.  Gerilmelerin fotoelastik yoldan Olciilmesinin  bir bagka Ornegi A.

Mesnager’in calismasinda yer alir. Mesnager, bir plagin orta diizleminde etkiyen
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konsantre yiikler tarafindan olusturulan radyal gerilme dagilimini deneysel olarak
incelemistir. 19. yy’nin sonlarina dogru miihendisler fotoelastik yontemin Onemini
anlamaya baslamislardir. 20. yy’nin ilk yillarinda yontemin kullamiminda hizhi bir artig
goriilmiis ve 1950’lerde fotoelastisite, deneysel gerilme analizlerinde en etkili

yontemlerden biri olmustur [3].

2.4.5. Enerji Yontemi

“Ters Yontem”, “Yar1 Ters Yontem” ve “Diiz veya Direkt Yontem” olarak adlandirilan
yontemlerle elastik bir cisim ile ilgili bir sinir deger problemi ¢oziiliirken; denge
denklemleri, yer degistirme — sekil degistirme bagintilari, biinye bagintilar1 ve sinir
kosullarinin olusturdugu denklem takimindan hareket edilir. Bu denklemlerle bulunan
¢Oziimiin uygunluk kosullarim1 da saglamasi ayrica gerekmektedir [12]. Probleme ait
bilinmeyenlerin diferansiyel denklem takimlarinin ¢6ziimii sonucu elde edilmesi

nedeniyle bu ili¢ yontemdeki ¢6ziim yoluna “diferansiyel denklem yolu” denir.

Siirekli ortam mekaniginde kullanilan bu yolun disinda “Enerji Yontemi” ad1 verilen bir
baska yol daha vardir. Varyasyon temeline dayanan enerji yontemlerinde, karisik
diferansiyel denklemi ¢dzmek yerine; fiziksel anlami enerji olan belirli bir integrali
minimum yapan bir fonksiyonu bulmak yoluna gidilir. Bu tiir problemlerle ugrasan
matematik dalia “varyasyon hesabr” denildigi i¢in s6z konusu ¢6ziim yolunda izlenen

yontemler, “varyasyon yontemleri” adim alirlar [12].

Gercekte iki problem matematiksel olarak esdegerdir. Bu yontemin iyi bir yani, basit
bazi problemlere kesin ¢oziim bulmakta kullamilabildigi gibi, 6zellikle sinir sekilleri,
sinmir  gerilme ve yer degistirmeleri ve kiitle kuvvetlerinin basit fonksiyonlarla

verilmedigi durumlarda yaklasik ¢6ziimler bulmaya da uygun olmasidir [2].

2.4.6. Numerik Yontemler

Deneysel yontemler ve enerji yontemleri gibi, niimerik yontemler de; analitik ¢dziim
elde etmenin gii¢ oldugu problemlerde basvurulan yaklasik ¢oziim yontemlerindendir.
Bu yontemler belli bashi “Sonlu Farklar Metodu”, “Sonlu Elemanlar Metodu” ve “Sinir
Elemanlar Metodu” olmak {iizere ii¢ yoOntemden olusur. Mevcut c¢alismada bu

yontemlerden sistematikligi nedeniyle bilgisayar programlamasina en uygun olan ve bu
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nedenle de en yaygin olarak kullanilan, Sonlu Elemanlar Metodu (FEM) tercih

edilmistir.

FEM, miihendislik uygulamalarinda karsilagilan sinir deger problemlerinin yaklagik
¢cOziimlerini elde etmek i¢in kullanilan niimerik bir ¢oziim yontemidir. Par¢ali polinom
enterpolasyonu olarak da tanmimlanan yontemin yapt mekanigi problemlerine
uygulanmasi halinde; incelenen yapiya ait bir eleman iizerindeki yer degistirme gibi bir
alan degiskeni, bu alan degiskeninin diigiim noktalarindaki degerlerinden enterpolasyon
yoluyla elde edilir. S6z konusu yapiyr olusturan elemanlarin birlestirilmesiyle, alan
degiskeninin tiim yap1 iizerinde pargal1 bir sekilde enterpolasyonu yapilmis olur. Diigiim
noktalarinda bu alan degiskeninin en iyi degerleri ise, toplam enerji gibi bir fonksiyonu
minimum yapan, yani denge durumuna ait degerlerdir ve aranilan sonuglar1 vermektedir

[13].

Yontemin genel miihendislik problemlerinin ¢oziimii icin gelisimi, bilgisayarlarin
gelismesiyle birlikte baslamistir. Ciinkii bir miihendislik probleminin sonlu eleman
¢Oziimiiniin 6zii, bir takim cebirsel denklemler takiminin kurulmasi, ¢o6ziilmesi
seklindedir ve bu islemler, ancak bilgisayarlarin kullanilmas ile etkin sekilde yapilabilir
ve genel uygulama saglanabilir. Miihendislik analizlerinde bu iki unsur; etkin olma ve
genel kullanmlabilirlik, analizler icin kullanmilan ve gelistirilen teorinin temelini
olusturmaktadir. Bu avantajlar sayesinde FEM, miihendislik uygulamalarinda genis bir
uygulama alam1 bulmustur [14]. Ancak yontemin temelleri ve ilk formiilasyonlari,
kompleks yapilarin analizi icin gelistirilmistir [15]. Iki boyutlu elastik problemler ise,
FEM uygulamalarinin ilk basarili 6rnekleridir [11]. Bir yapi1 mekanigi probleminin bu
yontem ile analizi sirasinda 6zetle su islemler gerceklestirilir:

1. Sonlu eleman modelinin hazirlanmasi
Incelenen sistemdeki tiim elemanlarin davranis denklemlerinin elde edilmesi
Sistem davranis denkleminin elde edilmesi

Yer degistirme bilinmeyenlerinin hesaplanmasi

ok »n

Sistemi olusturan elemanlardaki i¢ kuvvetlerin hesaplanmasi.

Analizin ilk asamasinda incelenen siirekli ortam veya yapi, geometrisine ve problemin

yapisina uygun olarak hayali cizgilerle veya yiizeylerle sonlu elemanlara ayrilir ve
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ardindan olusturulan bu elemanlarin birbirlerine sinirlan iizerinde ya da bazi durumlarda
i¢ kisimlarda bulunan diigiim noktalart ile baglandiklar1 kabul edilerek diigiim
noktalarinin yerleri belirlenir. iskelet yapilarda bu diigiim noktalarimin yerlerini
belirlemek olduk¢a kolaydir. Ornegin kafes kirislerde diigiim noktalari, elemanlarin
baglant1 noktalarina konulabilir. Benzer sekilde cerceve tiirii yapilarda rijit birlesim
noktalar1 da diigiim noktalarinin konulabilecegi ve tekil yiiklerin uygulanabilecegi
uygun noktalardir. Yapilarin siireklilik gostermesi halinde ise, (6rnegin plaklar, perde
duvarlar, kabuk yapilar, baraj govdeleri v.s.) diigiim noktalarinin yerlerini belirlemek
icin bariz noktalar yoktur. Bu tiir sistemleri elemanlara bolmek ve diigiim noktalarinin
yerlerini uygun bir bicimde belirlemek problemin yapisina ve analiz sonug¢larinda arzu
edilen hassashiga baghidir. Genellikle gerilemelerin yiiksek olabilecegi ya da yon
degistirebilecegi bolgeler daha sik, diger kisimlar ise daha az sayida elemanlara
boliinerek daha saglikli sonuglar elde etmek miimkiin olur [16]. Bu tiir siirekli
ortamlarin iki boyutlu sonlu eleman modellerinde kullanilabilecek eleman tipleri, Tablo

2.1’ de goriilmektedir.

Tablo 2.1 iki boyutlu siirekli ortam modellerinde kullanilabilecek bazi sonlu eleman tipleri

Ucgen
LST
Eleman Tipleri
Linear Quadratic Cubic
Dikdortgen
Eleman Tipleri
Linear
Dortgen
Eleman Tipleri
Linear
Egri Sumirlara Sahip
Eleman Tipleri
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Tablo 2.1’deki her diigiim noktasinda iki dogrusal yer degistirme serbestligi olan ii¢
diigiim noktali dogrusal ticgen eleman (CST), iki boyutlu kati cisimler i¢in gelistirilen
ilk eleman tipidir. Formiilasyonu da iki boyutlu elemanlar arasinda en basit olanidir
[17]. Bolim 3.1.2°de de belirtildigi iizere, dogrusal iicgen eleman igerisinde sekil
degistirme ve dolayisiyla da gerilme sabittir. Gergekte gerilme ve sekil degistirmeler,
yapt elemanlar1 boyunca degisirler; bu nedenle kaba bir ag yapisi icerisinde dogrusal
ticgen elemanlar1 kullanmak gerilme ve sekil degistirme dagiliminda oldukg¢a hatali
sonuclar verebilir. Bu durumlarda sonlu eleman modelinin iyilestirilmesi yoluna
gidilebilir. Ozetle bu elemanlar, bir sonlu eleman modelinde kiiciik gerilme ve sekil
degistirme degisimlerinin oldugu bolgelerde gercekci sonuglar verirler, ancak diger

durumlarda cok iyi sonuc vermeyebilirler [13].

Tablo 2.1°de goriilen yine her diigiim noktasinda iki dogrusal yer degistirme serbestligi
bulunan dogrusal dikdortgen elemanlarda (Q4), sekil degistirmeler sabit degildir,
dolayisiyla gerilmeler de sabit degildir. Bu nedenle bu elemanlar, dogrusal iicgen
elemanlara nazaran yapi boyunca gerilme ve sekil degistirme dagilimi agisindan daha
gercekci sonuclar verirler. Ag olusturma ve karmagsik geometriye sahip modeller icin
tekrar tekrar ag olusturma islemlerinde problem olmamasi halinde dogrusal iiggen

elemanlar, bu elemanlara nazaran ¢ok fazla tercih edilmemektedir [17].

Ucgen elemanlara olan iistiinliiklerine nazaran dikdortgen elemanlarin da kullanimi
stmirlidir. Ornegin, analizi yapilan ortamin dikdortgen harici bir geometriye sahip
olmas1 halinde, bu elemanlarin kullanimi zordur. Bu durumlarda dikdortgen eleman
kullanilamayan bolgelerde tiggen elemanlar kullanilabilecegi gibi, Tablo 4.2°de goriilen
dogrusal dortgen elemanlar (Q4) da kullanilabilir [17]. Bu elemanlarin
formiilasyonlarinin elde edilisinde dogal koordinatlara doniisiimiin kurulmasi halinde,

geri kalan prosediir dikdortgen elemanlarinkiyle aynidir.

Modellerde, Tablo 2.1°de goriilen diiz ya da egri sinirlara sahip iicgen, dikdortgen,
dortgen veya bunlarin kombinasyonlar1 kullanilabilir. Dogrusal elemanlarin yer
degistirme alanlari, x ve y dogrultularinda dogrusaldir. Bu elemanlar, sz konusu
problemlerin analizinde en ¢ok tercih edilen elemanlardir. Gerilme hesabinda daha fazla

hassaslik istendigi durumlarda, tabloda goriilen her diigiim noktasinda iki dogrusal yer
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degistirme serbestligi bulunan, 6 diiglim noktali dogrusal sekil degistirme licgenleri
(LST) gibi yer degistirme alanlan ikinci dereceden (quadratic) olan elemanlar veya yer
degistirme alanlan {iciincii dereceden (cubic) iicgen elemanlar gibi yiiksek mertebeli
sonlu elemanlar kullamilabilir. Benzer sekilde tabloda goriillen quadratic 8 diigiim
noktali dikdortgen / dortgen elemanlar ile 9 diigiim noktali dogrusal dikdortgen /
dortgen elemanlar da yiiksek mertebeli elemanlardir. Ancak bu elemanlar, sahip
olduklart diigiim noktalarinin artmast ve dolayisiyla da dikkate alinmasi gereken
serbestlik sayisinin artmasiin getirdigi islem hacmi yogunlugu nedeniyle uygulamada
dogrusal elemanlara nazaran daha az tercih edilmektedir. Egri sinirlara sahip yiiksek

mertebeli elemanlar ise, egri sinirlara sahip alanlart modellemede kullanilirlar.

Gliniimiizde dortgen eleman kullaniminin, tiggen eleman kullamimina kiyasla daha
dogru oldugu diisiiniiliir. Ciinkii tiggen elemanlarla olusturulmus bir sonlu eleman
modeli, genellikle ayn1 sayida dogrusal dikdortgen veya dortgen elemanlardan olusan
modele kiyasla problemin analitik ¢6ziimiine daha uzak sonuglar verirler. Ancak tiggen
elemanlarin da kullanilmasi gereken durumlar hala mevcuttur ve bu nedenle bu
elemanlarin kullanim1 terk edilmemistir. Ciinkii dogrusal iiggen elemanlar, karmagik
geometrilere adaptasyonlarn nedeniyle ¢ok kullamighdirlar ve bunlar, genelde keskin
koseli karmasik geometriye sahip iki boyutlu bir modeli olusturmak icin idealdirler.
Ayrica basit geometrik Ozelliklere sahip licgensel yapisi nedeniyle bu elemanlar, ag
olusturma iglemi acisindan en basit olan sonlu eleman tipidir [17]. Dogrusal iiggen
elemanlarim belirtilen kusurlarina ragmen, bu elemanlardan olusan ag yapisi tekrar

tekrar iyilestirildiginde dogru sonuglara yaklasmak miimkiindiir [13].

Bu elemanlarin kullanimiyla ilgili bir bagka husus ise, sonlu eleman analizini
gerceklestiren programlarla ilgilidir. Bilindigi {izere giinlimiizde ¢ogu analiz
programlarinin otomatik ag yaraticilari, sadece iicgen elemanlar kullanmaktadir.
Dortgen elemanlardan olusan ag modeli hazirlayan programlar da mevcuttur. Ancak bu
programlar da, zor durumlar i¢in hala yama olarak iicgen elemanlar1 kullanmaktadir. Bu
nedenle, bircok miihendislik probleminin analizi i¢in dogrusal iicgen elemanlar

kullanilabilirliklerini hala korumaktadirlar [17].
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Bu tez kapsaminda, diizlem elastisite problemlerinin olustugu sistemlerin analizi i¢in
hazirlanan ag modellerinde dogrusal iiggen elemanlar kullanmilmis ve Boliim 3.2°de
detaylan verilen bilgisayar programina tez kapsaminda eklenen modiiller, bu dogrusal
ticgen elemanlarin literatiirden elde edilen formiilasyonuna gore calisarak sonuglar
tiretmistir. Bu nedenle sonlu eleman analizinin ikinci asamasi olan “Eleman Davranig
Denklemlerinin Elde Edilisi” ve sonraki asamalar, Boliim 3’de “Malzeme ve Yontem”

baslig1 altinda verilmistir.

2.5. KONU iLE iLGILi CALISMALAR

Diizlem gerilme yayilis1 problemi, ilk defa A. Clebsch (1833-1872) tarafindan ele
almmustir. Clebsch diizlem gerilme halinde sinirdaki kuvvet dagiliminin hangi sartlar
saglamasi gerektigini arastirmis ve yer degistirmeler icin genel ifadeleri vermistir. Daha
sonrasinda bu genel ifadeleri sinirinda radyal yer degistirmeleri tanimli dairesel bir

plaga uygulamistir [7].

19. yy.’nin son dénemlerinde Boliim 2.4.4’de de belirtilen Maxwell, C. Wilson, G.
Stokes ve A. Mesnager gibi isimlerin diizlem elastisite problemleri ile ilgili deneysel
calismalarinin ardindan bu problemlerin teorik ¢oziimiinde daha sonraki gelismeler,
gerilme fonksiyonunun kullanimi iizerine kurulmustur. Bu fonksiyon, ilk defa 1862
yilinda G. B. Airy tarafindan ileri siiriilmiistiir. Airy, fonksiyonu dikdortgen kesitli
kiriglerin egilme analizinde kullanmis ve gerilme fonksiyonunu smir sartlarin
saglayacak sekilde secmistir; fakat Saint-Venant tarafindan elde edilen uygunluk
denklemini de saglamas1 gerektigini goz ardi etmistir. Maxwell “On Reciprocal Figures,
Frames and Diagrams of Forces” isimli c¢alismasinda Airy’nin hatasini diizeltmis ve
gerilme fonksiyonu icin diferansiyel denklemi elde etmistir. Maxwell ayrica kiitle
kuvvetlerinin olmamasi durumunda esitliklerin her iki diizlemsel elastisite problem tiirii
icin aynit oldugunu ve gerilme dagiliminin malzemenin elastik sabitlerinden bagimsiz

oldugunu gostermistir [3].

Elastisitenin iki boyutlu problemlerinin incelenmesinde daha ileri derecede gelismeler,
20. yy’da gerceklestirilmis ve gerilme analizlerinde kesin ¢6ziimlerin kullanimi daha da

yayginlagmistir. A. Mesnager iki boyutlu problemleri polinom formunda gerilme
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fonksiyonlarim kullanarak ¢6zmiis ve sonuclarimi dar dikdortgen kesitli kirislerin
egilmesinde cesitli problemlerde uygulamis. Mesnager, mukavemetin elemanter
formiillerinin serbest ucundan yiiklii bir konsolda normal ve kayma gerilmeleri i¢in
dogru sonuglar verdigini gostermistir. Ayrica iiniform olarak yiiklenmis kiris icin kesin
¢Oziimiin elemanter formiillerde pratik amagclar i¢in ihmal edilebilir derecede kiiciik

diizeltmeler yapilmasin 6ngordiigiinii gdstermistir [3].

Boliim 4.3°de ele alinan bir dogrultuda iiniform ¢cekme etkisindeki bir levhadaki dairesel
bir delik etrafindaki gerilme dagilimi ise, G. Kirsch (1898) tarafindan analiz edilmistir.
Bu ¢6ziim, maksimum gerilmenin deligin sinirinda meydana geldigini (uygulanan
cekme gerilmesinin dogrultusuna dik yondeki capin u¢ noktalarinda) ve uygulanan
gerilmeden ii¢ kat daha biiyiik oldugunu gostermektedir. Boylece belki de ilk defa
delikler tarafindan meydana getirilen gerilme dagilimindaki bolgesel diizensizlikleri
incelemenin ne kadar gerekli oldugu gosterilmistir. Bu zamandan beri miihendisler,
gerilme yi8ilmas1 problemlerini yogun teorik ve deneysel incelemelere konu
etmislerdir. R. C. J. Howland (1930), simetri ekseninde dairesel bir delige sahip sonlu
kalinliktaki bir plagi incelemistir. Yiiklerin deligin sinirinda uygulandigt durum W. G.
Bickley (1928) tarafindan ele alinmistir. Elips seklindeki delik G. V. Kolossoff (1910)
ve daha sonra da C.E. Inglis (1913) tarafindan incelenmistir ve dairesel delik sinirini

giiclendirerek gerilmelerin azaltilmasi S. P. Timoshenko(1924) tarafindan arastirilmistir

[3].

Delikli levhalar ile yakin donem caligmalarindan T. Slot ve J. P. Yalch’ 1n
calismalarinda [18] tiniform kenar yiiklemesi etkisindeki tiggen seklindeki, i¢ basing
etkisindeki altigen seklindeki ve iiniform kesme kuvveti etkisindeki kare seklindeki
deliklere sahip delikli levhalarin diizlem gerilme c¢oziimlerini verilmistir. Calismalarinda
ayrica polar koordinatlarda biharmonik denklemin yaklasik c¢oziimiine dayali, Ozel
olarak gelistirilmis bir bilgisayar programinin 6zellikleri tamtilmistir. Program, sinir
kosullart gerilmeler ve yer degistirmeler cinsinden tanimlanmis dolu ya da delikli

yapilart iceren iki boyutlu elastisite problemlerinin ¢6ziimii i¢in hazirlanmistir.

Y. Ando, K. lida, G. Yagawa ve T. Kawai ise, caligmalarinda [19] dairesel merkezi bir

delige sahip dikdortgen plagin gerilme yigilmasi problemine enerji yOntemini
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uygulamislardir. Bu ¢alisma ile sonucu Howland’in delikli plak serit problemi iizerine
tinlii ¢oziimiiyle uyumlu olan, delikli dikdortgen bir plagin gerilme analizine enerji

yontemlerinin uygulanmasi konusunda ilk ¢alisma gerceklestirilmistir.

D. K. Choi ve S. Nomura ¢alismalarinda [20], iki boyutlu bir elastisite problemini analiz
etmek i¢in cebirsel yazilim Mathematica’nin bir uygulamasini sunmuslardir. Dogrusal
1s1 dagilimi etkisindeki iki boyutlu bir kiitlenin elastik bolgeleri, Galerkin yontemini
uygulayip cebirsel yazilim Mathematica’yr kullanarak yar1 analitik formda elde
edilmistir. Onerilen metodolojiyi ispatlamak amaciyla iki test durumu, analiz edilmistir.
Bunlardan biri, dikdortgen seklinde homojen elastik bir kiitle ve digeri de daire seklinde
homojen olmayan bolgeler iceren bir kiitledir. Mevcut yontemin, sonlu elemanlar gibi
tamamiyla niimerik yOntemlere bagvurmaksizin uzun ve yorucu kod yazim
prosediirlerini otomatiklestirebilecegi ve ayrica biitiin ilgili parametreleri tespit ettigi

icin, hassaslik analizlerinde ideal oldugu savunulmustur.

A. B. Sabir ve A. Sfendji’nin ¢alismalarinda [21], genel diizlem elastisite problemleri
icin iicgen ve dikdortgen seklinde sekil degistirmeye dayali elemanlar gelistirilmistir.
Ucgen eleman, ii¢c kose noktanin ve bir kenar ortast noktanin her birinde iki temel harici
serbestlige sahiptir. Eleman, varsayilan bagimsiz dogrusal birim sekil degistirmelere ve
sabit kayma sekil degistirmelerine dayalidir. Dikdortgen eleman ise, eleman
merkezindeki noktada oldugu gibi her dort kose noktasinda iiggen elemandakiyle ayni
sayida serbestlige sahiptir. Bu eleman, sekil degistirmenin ii¢ bileseninin dogrusal
degisimlerine baghdir. Gelistirilen iicgen ve dikdortgen elemanlarin, statik
yogunlagsmay1 (condensation) iceren ve kayma gerilmesinin sekil degistirme iizerine
etkisinin 6nemli oldugu iki boyutlu elastisite problemlerinin ¢6ziimlerini elde etmek

icin kullanilabilecegi belirtilmistir.

Poul Colberg Olsen’in ¢aligmasinda [22] ise, betonarmenin rijit — plastik sonlu eleman
analizi i¢in ii¢ licgen plak elemanminin performansi degerlendirilmistir. G6z Oniinde
bulundurulan eleman tipleri, sabit gerilme iicgeninin 2 farkli bigimidir. Ik eleman,
gerilme siirekliliginin olmadigi; ikincisi, elemanlar arast normal gerilmede gerilme
siirekliligine sahip; iiclincii eleman ise, elemanlar arasi tam bir siireklilige sahip

dogrusal degisen gerilmeli bir eleman tipidir. Elemanlar, analitik ¢6ziimlerin miimkiin
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oldugu basit gerilme diizenlemeleri icin degerlendirilmistir. Bu c¢alismanin ana
sonucuna gore, elemanlar arasi siireklilige sahip elemanlar1 kullanirken kirisin derinligi
dogrultusunda sadece iki elemana karsilik gelen kaba ag yapisi, olduk¢ca dogru
sonuclarin elde edilmesi igin yeterlidir. Ongoriilmiis gerilme siirekliligine sahip
olmayan sabit gerilme iicgeni ile ise, oldukca fazla sayida elemana ihtiyag
duyulmaktadir. Calismada genis bir dairesel delige sahip gittikce incelen bir beton
duvarli daha karmagik bir problem de dikkate alinmistir. Bu problemin sonuclar1 basit
problemler i¢in gozlenen performans yoluyla yorumlanmis ve agiklanmistir. Rijit —
plastik analizin pratik uygulanabilirligini gorsellestirmek agisindan 4000’den fazla

elemana sahip oldukca bilylik gercek bir yap1 sistemi analiz edilmistir.

P. G. Bergan ve C. A. Felippa calismalarinda [23], agisal yer degistirme serbestliklerine
sahip ticgen seklinde bir membran elemam gelistirmislerdir. Elemanin gelistirilmesinde
Bergan ve Nygard’in formiilasyonunu kullanmislardir. Uggen elemanimn her diigiim
noktasinda 2 dogrusal, 1 acisal yer degistirme serbestligi olmak {iizere toplam 9
serbestligi  bulunmaktadir. Calismada, uygun parametre secimiyle eleman
performansinin sabit gerilme iicgenlerinkinden 6nemli Olciide iyi oldugu goriilmiistiir.
Ayrica, acisal serbestliklerin varligi nedeniyle, gelistirilen elemanlarin 6zellikle kabuk

yapilart modellemede uygun olacagi belirilmistir.

E. Providas ve M. A. Kattis ise, calismalarinda [24] diizlem dis1 eksen etrafindaki
donme serbestligine sahip iki iicgen kabuk elamanin degerlendirmesini yapmislardir.
Calismada, sabit gerilme iicgenlerine diizlem dis1 eksen etrafinda donme serbestligi
eklenmistir. Eleman, her diigiim noktasinda 6 serbestlige sahip kabuk elemanin elde

edilmesi i¢in egilme elemanlar1 ile kombine edilmistir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. DOGRUSAL UCGEN ELEMAN FORMULASYONU

Sonlu eleman analizinin ikinci asamasinda incelenen sistemin tiimiine ait davranig
denkleminin elde edilmesi icin; sistemi olusturan her bir elemana ait davranig denklemi,
toplam potansiyel enerji ve minimum potansiyel enerji prensiplerinden yararlanmak

suretiyle diigiim noktalarinin yer degistirmeleri cinsinden ifade edilir.

Bilindigi iizere bir yap1 elemaninda potansiyel enerji, yer degistirmeler veya sekil
degistirmeler sonucu i¢ ve dis kuvvetlerin is yapma kapasitesini gosterir. I¢ kuvvetlerin
yaptig1 is, sekil degistirme enerjisidir. Elemana distan etkiyen P kuvveti de kendi
dogrultusunda A yer degistirmesi yaptiginda P.A kadar bir is yapma kapasitesine sahip

olur [4]. Buna gore bir yap: elemaninin II, toplam potansiyel enerjisi, U elemanin

sekil degistirme enerjisini ve W, dis kuvvetlerin yaptigi isi gdstermek iizere Denklem

3.1°deki gibi ifade edilir.
II,=U_+W, 3.1

Bir ¢cok elemanin birlestirilmesi ile elde edilen bir yap1 sisteminin II toplam potansiyel
enerjisi ise; P; sisteme ait herhangi bir i diigiim noktasina etkiyen kuvvet, A; bu noktaya
ait kuvvet dogrultusundaki yer degistirme degeri, n sistemdeki mevcut eleman sayis1 ve

m sistemdeki mevcut diigiim noktas1 sayis1 olmak iizere, Denklem 3.2°deki gibidir.
M=) U +Y P.A (3.2)
e=1 i=1

Denklem 3.2’de P.A; is terimi, sistemin diigiim noktalarindaki bilinmeyen yer
degistirme degerlerini, direkt olarak igleme sokar. U, sekil degistirme enerjisi ise,
elemandaki gerilme ve bu gerilmelere tekabiil eden sekil degistirmelerin bir

fonksiyonudur. Gerilme — sekil degistirme bagintilar1 ve yer degistirme ve sekil
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degistirme bilesenleri arasindaki tiirev bagmtilari nedeniyle elemanin U. sekil
degistirme enerjisi de, genel olarak Denklem 3.3’deki gibi yer degistirme fonksiyonu

cinsinden ifade edilebilir.
U, = j f(a—Ajdv (3.3)

Boylece Denklem 3.2 ile tiim yapr sisteminin toplam potansiyel enerjisi, diigiim
noktalarindaki bilinmeyen cinsinden ifade edilmis olur. Bir sonraki asama da ise,
Minimum Potansiyel Enerji prensibi uygulanir [4]. Minimum Potansiyel Enerji
prensibine gore dengede olan bir sistemde i¢ siirekliligi ve sinir kosullarini saglayan yer
degistirme denklemlerinin tiimii icin, sistemin toplam potansiyel enerjisi bir
minimumdan gecer. Bir baska deyisle; belirli bir yer degistirme ve sekil degistirme
takimi1 i¢cin denge kosullari, toplam potansiyel enerji minimumdan gectigi zaman
saglanacak demektir. Boylece problemin ¢6ziimii matematiksel olarak belirli bir integral
ifadeyi ekstrem (minimum) yapan konumun bulunmasina indirgeniyor demektir [4, 25,
26]. Bu prensip, sistemin diigiim noktalarindaki A, Ay, As, ......, Ay yer degistirmeleri
bilinmeyen olarak kabul edilirse Denklem 3.4 veya matris formunda Denklem 3.5 ile

ifade edilebilir.

Il a1 a1 a1

=0, —=0,.. =0, errernn. ,——=0 3.4
IA, dA, JA, A, G
an
A,
n
oIl aAz
- - ={0 3.5
oAl {o} 3.5)
an
oA

Denklem 3.5’de {A}, toplam potansiyel enerjiyi minimum yaparak denge kosullarini

saglayan yani problemin aranan yer degistirme bilinmeyenleri olan Aj, Ay, As, ......, An

degerlerini iceren yer degistirme takimudir.
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Sistemin tamami i¢in enerji prensiplerinin Denklem 3.2 ve Denklem 3.5°deki gibi
formiilize edilebilmesi icin, bu prensiplerin 6ncelikle s6z konusu sistemi olusturan her
eleman bazinda uygulanarak, bu elemanlara ait davramis denklemlerinin elde edilmesi
gerekir. Bu amacgla elemanlar icin izlenmesi gereken prosediir asagidaki gibi
Ozetlenmistir:

1. Her eleman icin bir yer degistirme fonksiyonu segilir,

2. Birim sekil degistirme ve yer degistirme iliskisi kurulur,
3. Gerilme ve birim sekil degistirme iliskisi kullanilir,
4

. Potansiyel enerji prensiplerinden denge denklemleri elde edilir [15].

3.1.1. Yer Degistirme Fonksiyonlarinin Secilmesi

Bu asama, her sonlu eleman tipi i¢cin davranis denklemlerinin elde edilmesinde ilk ve en
onemli asamadir. Ciinkii FEM’ de gercek sonuglara yakinsama hizinin artmasin i¢in en
onemli etken secilen yer degistirme fonksiyonlarinin uygunlugudur. Bu nedenle bu
fonksiyonlarin se¢iminde dikkat edilmesi ve minimumda saglanmasi gereken bazi
kosullar vardir:
= Secilen yer degistirme fonksiyonlar1 eleman icinde ve kenarlar boyunca
siireklilik sartin1 saglamalidir.
= Eleman sayis1 arttikca gercek sonuglara yakinsama hizi artmali ve boylece
yakinsama kriteri saglanmalidir.
= Koordinat ekseni degisince ¢oziim farkli olmamalidir. Bunun i¢in yer degistirme
fonksiyonlart ya tam polinom ya da tabii koordinatlarin fonksiyonu seklinde
olmalidir.
= Secilen bu fonksiyonlar, i¢ ve dis kuvvetlerin igsinde de siirekli olmalidir.
= Rijit cisim hareketi ve sabit sekil degistirme sart1 saglanmalidir.
Incelenen sistemde olusan problemin yapisina uygun olarak yer degistirme
fonksiyonlarmin se¢imi, “Pascal Ucgeni”nden yararlanilarak yapilir ve bu fonksiyonlar
genellikle hesap kolaylhigi, getirecegi basitlikler nedeniyle polinom olarak secilirler.
Ciinkii polinomlarda tiirev almak, integral almak kolaydir ve gercek ¢oziime istenildigi

kadar yaklasmak miimkiindiir [27].

Calisma kapsaminda incelenen diizlem elastisite problemlerinin FEM ile analizi i¢in

Tablo 2.1°deki dogrusal iicgen elemanlardan olusan ag modelleri kurulmustur. Bu
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nedenle burada dogrusal iicgen elemanlara ait eleman davranis denklemleri verilmistir.
Bu elemanlarin olusturdugu gibi, iki boyutlu bir modelde elemanlar sadece diizlem
icerisinde deforme olabilirler ve bircok durumda bu diizlem (x, y) diizlemidir. Sisteme
etkiyen dis kuvvetler icin oldugu gibi herhangi bir noktadaki degisken yani yer
degistirme de x ve y yonlerinde iki bilesene sahiptir. Bu dogrusal yer degistirme
bilesenleri, Sekil 3.1°’de goriilen ve elaman koselerinde bulunan ii¢ diigiim noktasina
sahip dogrusal iicgen eleman i¢in sirasiyla u; ve v; ile gosterilmistir.

A

@ —> U

Sekil 3.1 Dogrusal iiggen eleman

1
1
1
i
A\

X, u

Elemanin yer degistirme alani, (x, y) diizleminde dogrusal oldugu i¢in, x ve y eksenleri
dogrultusundaki u, v yer degistirme fonksiyonlari, x ve y’ye baghh dogrusal polinom
olarak Denklem 3.6’daki gibi secilir. Bu fonksiyonlar, Denklem 3.7°deki gibi matris

formunda da gosterilebilir.

u=0o, +0,X+0,y V=0 +0LX+ 0y (3.6)
(O oy

u=[l x yl]ia, v=[1 x y]jo, (3.7)
(XS a‘é

Bu esitliklerdeki o ’lar, diigiim noktalarinin koordinatlarina ve yer degistirmelerine
bagh sabit sayilardir. Bu sayilan elde etmek icin diigiim noktalarinin koordinatlari,
Denklem 3.6’da yerlerine konulursa; elemanin her diigiim noktasina ait yer degistirme

bilesenleri, genel olarak Denklem 3.8’deki gibi; matris formunda ise x dogrultusu i¢in

Denklem 3.9’daki {d,} yer degistirme vektorii ile ifade edilir. Bu denklemdeki

esitlikten o sabitlerini igeren {oz}x katsayilar vektorii, Denklem 3.10 ile elde edilir.
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u, =0, +0,X, +0,Y; v, =0, +0X; + 0, (3.8)
U, L x y [|o

{do}=qu, =1 x, y, |y, =[G{a}, (3.9)
u; I x5 ys (04

{a}, =[G]"{d,} (3.10)

Denklem 3.10’da [G]'1 ile gosterilen 3x3’liik [G| matrisinin evrigi, Denklem 3.11°deki

gibi elde edilir. Bu denklemde 2A degeri, [G] matrisinin determinant1 olup; A degeri,

licgen elemanin yiizey alanim vermektedir ve elemamin diigiim noktalarinin

koordinatlari cinsinden Denklem 3.12 ile ifade edilir.

X,¥3 —X3Y,  X3¥Y,—X¥Y; XY, —X,Y,

[G]-l =ﬂ Yo—Y;s Ys—=% Yi—Y, (3.11)
X3 7 X, X=X, X, =X
1
A=Z[x (=)t ()4 (- %.) ] (3.12)

[G] matrisinin evrigi icin Denklem 3.11 ile elde edilen esitlikte Denklem 3.13’deki

doniisiimler yapilarak; [G]'1 matrisi ve {d, } yer degistirme vektdrii, Denklem 3.10’da
yerlerine konulursa {()t}X katsayilar vektorii, Denklem 3.14.a ile ve benzer sekilde y

dogrultusu igin {a}y katsayilar vektorii, Denklem 3.14.b ile ifade edilir.

4 =X,¥; = X3Y, b =y,-y; C=X37X%,
a4, =X3¥Y, —X1Y;3 b,=y,-y, C, =X, = X3 (3.13)
a; =Xy, = X,Y, by=y, -y, C; =X, X
Q, | 4, a, a3
{(l}x =14, zﬂ b, b, b;|qu, (3.14.a)

Ol € G G (U;
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o, | 4, a, a;|1v
{(l}y =19 Oy :a bl b2 b3 v, (3.14.b)
Ol € G G (Vs

Denklem 3.11°de [G]'1 icin elde edilen esitlik ve Denklem 3.14.a’da x dogrultusu icin

elde edilen {m}X katsayilar vektorii, Denklem 3.7’de matris formunda ifade edilen u yer

degistirme fonksiyonu esitliginde yerlerine konulursa, bu yer degistirme fonksiyonu i¢in

Denklem 3.15°deki esitlik elde edilir.

| 4, a, a; ||y
uza[l x y]|b, b, b, |ju, (3.15)

Denklem 3.15’deki matris carpimlart yapilmasi halinde, x dogrultusundaki u yer
degistirme fonksiyonu i¢in Denklem 3.16.a’daki esitlik elde edilir. Benzer sekilde y
dogrultusundaki v yer degistirme fonksiyonu da Denklem 3.16.b’deki gibi elde edilir.

u =i (a, +bx+c,y) u, +(a, +b,x+c,y) u, +(a, +b,x +c,y) u3] (3.16.a)

V=i (a,+bx+cy) v,+(a, +b,x+c,y) v, +(a, +b,x +c,y) V3] (3.16.b)

Elde edilen Denklem 3.16.a ve 3.16.b’deki esitlikler, Denklem 3.17°deki doniisiimler
yapilarak diizenlenirse; u ve v yer degistirme fonksiyonlart i¢in aranan bagmtilar,

sirastyla Denklem 3.18.a ve 3.18.b’deki gibi elde edilir.

1
N, =N,(x,y) :ﬂ(a1 +b,x+cy)
N, =N2(X,y):i(a2+bzx+czy) (3.17)

1
N; =N, (x,y) =ﬁ(a3 +b,x+c,y)
u=u(x,y)=Nu +N,u,+N,u, ={N, N, N,}Hd,} (3.18.a)

v=v(x,y)=N,v,+N,v,+N,v,={N, N, N,}{d,]} (3.18.b)
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Denklem 3.17°deki esitliklerde dogrusal iiggen elemanlar i¢in diigiim noktalarinin
koordinatlar1 cinsinden x ve y’ye bagh olarak elde edilen fonksiyonlara sekil
fonksiyonlar1 ya da bir baska deyisle enterpolasyon fonksiyonlar1 denir. Bu
fonksiyonlar, Denklem 3.18.a ve 3.18.b’de goriildiigii tizere eleman icindeki gercek yer
degistirme degisiminin, diigiim noktasi yer degistirmelerinden enterpolasyon yoluyla
elde edilmesini saglarlar. Yer degistirme fonksiyonlar ve sekil fonksiyonlar arasindaki
bu iliski, her iki dogrultudaki yer degistirme fonksiyonunu da icerecek sekilde Denklem
3.19’daki ya da daha genel bir ifadeyle Denklem 3.20’deki gibi elde edilir. Boylece
eleman icindeki yer degistirme degisimlerinin diigiim noktalarindaki yer degistirme
bilesenleri cinsinden ifade edilmesini saglayan baginti, Denklem 3.20 ile elde edilmis

olur.
d
{U(X’Y)}:|:Nl N2 N3 O O O :|{{ ex}} (319)
vx,y)) [0 0 0 N N, N||{d,}
{0y} =[Nxyl{d.} (3.20)

Denklemlerde N; ile gosterilen i diiglim noktasindaki yer degistirme bilesenlerine ait
sekil fonksiyonu, Oyle elde edilir ki; bu diigiim noktasimin x; ve y; koordinatlari
Denklem 3.17°de bu fonksiyonlar icin verilen esitliklerde yerlerine konuldugunda,
N, (x,,y,) =1, N,(x,,y,)=0 ve N,(x;,y;) =0 degerleri elde edilir. Yani bir sekil
fonksiyonu N;, i diigiim noktasinda bir, geri kalan diigiim noktalarinda sifir degerini
almaktadir. Ayrica bir elemanin diiglim noktalar1 da dahil olmak {iizere, herhangi bir
noktadaki sekil fonksiyonlarinin toplam degeri birdir. Bu dogrultuda bu fonksiyonlarin

eleman icindeki degisimi, Sekil 3.2’deki gibi olur.

N; N> N3

Sekil 3.2 Dogrusal iigcgen elemanlara ait sekil fonksiyonlar1 [28]
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3.1.2. Yer Degistirme — Birim Sekil Degistirme Iligkisinin Kurulmasi

Eleman davranis denklemlerinin olusturulabilmesi icin izlenen prosediiriin ikinci
asamasinda; i¢ kuvvetlerin yaptigi isin tamimlanmasinda gerekli olan birim sekil
degistirme bilesenleri, bir onceki asamada elde edilen yer degistirme fonksiyonlar1 ve
yer degistirme — birim sekil degistirme bilesenleri arasindaki iligkilerden yararlanmak
suretiyle elde edilirler. Diizlem elastisite problemleri icin bu biiyiikliikler arasindaki

bagintilar, sadece dogrusal terimler dikkate alinarak Denklem 2.4 ile verilmisti.

Denklem 2.4’deki bu bagintilar, matris formunda diizenlenirse; elemana ait {8} birim

sekil degistirme vektorii, Denklem 3.21°deki gibi elde edilir.

- .
€ g ’
N 9 |Jux.y| _
{e}=1¢,¢=| 0 5 {V(X’y)}—[C]{U(x,y)} (3.21)
R
| dy Ox |

Denklem 3.20°de {U(X,y)} yer degistirme vektorii icin elde edilen esitlik, Denklem

3.21°de yerine konulursa; birim sekil degistirme bilesenleri de problemin bilinmeyenleri

olan diigiim noktas1 yer degistirmeleri cinsinden Denklem 3.22°deki gibi ifade edilir.
{e} =[C][N]{d.} = [B]{d.} (3.22)

Dogrusal iicgen elemanlar icin sekil fonksiyonlari, Denklem 3.17°deki esitliklerden

goriildiigii tizere hem x hem de y dogrultusunda dogrusaldir. [C] matrisi ise, Denklem
3.21’de belirtildigi iizere diferansiyel operatorlerden olusmaktadir. [C] ve [N]
matrislerinin ¢arpimi ile elde edilen [B] matrisi ise, sekil fonksiyonlarinin birinci

degisim terimlerini icermekte ve sabit terimlerden olusmaktadir. Dolayisiyla {€} birim

sekil degistirme vektoriinde degiskenler bulunmaz, yalnizca sabit terimler bulunur [16].
Bu da dogrusal iicgen eleman i¢inde sekil degistirmenin ve dolayisiyla gerilmenin sabit
olacagim gostermektedir. Bu nedenledir ki, bu iigcgen elemanlar yerli literatiirde “Sabit
Sekil Degistirme Ucgeni” veya “Sabit Gerilme Uggeni”, yabanci literatiirde ise

“Constant Strain Triangle” veya “Constant Stress Triangle” olarak adlandirilirlar.
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Eleman i¢inde sekil degistirmenin ve gerilmenin sabit olmasi, bu elemanlarin daha 6nce
de belirtilen sakincalarmin kaynagini olusturmaktadir. Ciinkii gercekte, gerilme ya da
sekil degistirmeler yap1 boyunca degisirler ve bu degisim, ancak diger sonlu eleman
tiplerinin olusturdugu ag modellerine nazaran genellikle daha fazla sayida dogrusal

icgen elemanin olusturdugu bir ag yapisi ile elde edilebilir.

3.1.3. Gerilme — Birim Sekil Degistirme iliskisinin Kurulmasi

Toplam potansiyel enerji bahsinde dis kuvvetlerin etkisinde dengede bulunan bir
cisimde bu kuvvetler nedeniyle olusan i¢ kuvvetlerin yaptigi is, gerilmeler ve bu
gerilmelere tekabiil eden sekil degistirmelerin fonksiyonu olarak tanimlanmis ve bir
onceki asamada bu fonksiyonun sekil degistirme bilesenleri, diiglim noktasi
bilinmeyenleri cinsinden Denklem 3.22 ile ifade edilmisti. i¢ kuvvetlerin yaptig1 isin
tanimlanabilmesi icin bu asamada, gerilme bilesenleri de gerilme - birim sekil
degistirme ve birim sekil degistirme — yer degistirme iliskilerinden yararlanarak, diiglim
noktasi yer degistirmeleri cinsinden ifade edilmistir. Diizlem elastisite problemleri i¢in

Boliim 2’de verilen biinye bagintilari, matris formunda diizenlenirse; E elastisite
modiilii, ¥ poisson orani ve [D] elastisite matrisi olmak iizere, diizlem gerilme hali i¢in

Denklem 3.23, diizlem sekil degistirme hali i¢in Denklem 3.24 elde edilir.

o, . I ¢ 0 €
{c}: c, :1—1?}2 o 1 0 g, :[D]{s} (3.23)
Ty 0 0 1-9 Vg
L 2
(o B -9 ¢ 0 €
=<0, =———| % 1-9¢ 0 e =D 3.24
Ty 0 0 1-29 Vg
L 2

Bir onceki agamada {€} birim sekil degistirme vektorii icin elde edilen Denklem

3.22°deki esitlik, Denklem 3.23 veya 3.24’de yerine konulursa; her iki durum icin de
gerilme bilesenleri, diiglim noktas1 yer degistirmeleri cinsinden Denklem 3.25 ile elde

edilir.
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{o}=[D][B]{d.} (3.25)

3.1.4. Potansiyel Enerji ilkeleri Yardimiyla Denge Denklemlerinin Eldesi

Eleman davramis denklemlerinin elde edilmesi i¢in izlenen prosediiriin son asamasinda,
s0z konusu davramis denklemleri, belirtildigi iizere potansiyel enerji prensiplerinden
yararlanilarak elde edilir. Bir elemanin toplam potansiyel enerjisi, eleman iizerine
etkiyen i¢ ve dis kuvvetlerin yaptiklart isin toplami olarak Denklem 3.1 ile ifade
edilmisti. Bu elemandaki i¢ kuvvetlerin isi ise, gerilme ve bu gerilmelere tekabiil eden
birim sekil degistirmelerin bir fonksiyonu olarak tanimlanmig; gerilme — birim sekil
degistirme ve birim sekil degistirme — yer degistirme iligkilerinden yararlanilarak
Denklem 3.3 ile yer degistirmelerin bir fonksiyonu olarak ifade edilmisti. Elemanin
sahip oldugu bu birim sekil degistirme enerjisi, gerilmeler ve birim sekil degistirmeler

cinsinden Denklem 3.26°daki gibi ifade edilebilir.

U, :% [ {e} {o}av (3.26)
hacim
Bu denklemde {€} birim sekil degistirme vektorii i¢in Denklem 3.22°deki, {6} gerilme

vektorii igin ise Denklem 3.25°deki esitlikler yerlerine konulursa; i¢ kuvvetlerin yaptig
ig, problemin bilinmeyen parametreleri olan diigiim noktasi yer degistirmeleri cinsinden

Denklem 3.27’deki gibi elde edilir.

U= [ {4} [B]'[D][BJ{d Jav (3.27)

hacim

Denklem 3.2°de genel olarak W=P.A ile tamimlanan dis kuvvetlerin yaptig1 is ise;

eleman iizerine etkiyen dis kuvvetlerin, X kiitle kuvvetleri ve X yiizey kuvvetleri

olarak ayrilmasi halinde Denklem 3.28 ile ifade edilir.

W, =— [ {o} {X}dv— [ (O} {X}ds (3.28)

hacim yiizey

Bu denklemde elemanin x ve y dogrultularindaki u ve v yer degistirme fonksiyonlarini
iceren genel yer degistirme vektdrii {O} i¢in Denklem 3.20°deki esitligin, Denklem

3.28’de yerine konulmasiyla dis kuvvetlerin yaptig1 is, Denklem 3.29°daki gibi elde
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edilir. Boylece i¢ kuvvetlerin isinde oldugu gibi, dis kuvvetlerin isi de diigiim noktasi

yer degistirmeleri cinsinden ifade edilmis olur.

W, =— [ {d}'[N]' {X}dv- [ {a} [N]'{X}ds (3.29)

hacim yiizey

Denklem 3.27 ile i¢ kuvvetlerin isi i¢in, Denklem 3.29 ile dig kuvvetlerin isi i¢in elde
edilen esitliklerin, Denklem 3.1 ile verilen toplam potansiyel enerji ifadesinde yerlerine
konulmasiyla, Denklem 3.30 elde edilir ve bdylece elemanin sahip oldugu toplam
potansiyel enerji de yine bu elemanin sahip oldugu diigiim noktas1 yer degistirmeleri

cinsinden ifade edilmis olur.
11, =2 [{a) (BT P[B)a ) av-[{a N (X} av-[{a N {X}as 330)

Sahip oldugu toplam potansiyel enerji yukaridaki gibi ifade edilen elemanlarin bir araya
gelmesiyle olusan sistem, denge konumunda minimum enerjiye sahiptir. Yani sistemin
toplam potansiyel enerjisi, i¢ stirekliligi ve sinir kosullarim saglayan bir yer degistirme
takimi icin minimumdan geger. Denge konumunu saglayan bu yer degistirme takimu,

problemin bilinmeyen parametreleri olan diigim noktast yer degistirme

bilinmeyenlerini icermekte olup; Denklem 3.5°de {A} vektorii ile gosterilmigti.

Sistemin tiimii i¢in bu sekilde ifade edilen minimum potansiyel enerji prensibi, sistemi

olusturan elemanlar i¢in de gegerlidir ve Denklem 3.31 ile ifade edilir.

] {h j [B]'[D][B]dx dy}{de} —[h j [N]'{X}dxdy+ j [INT{X}ds |=0@3.31)

Boylece dogrusal iicgen (CST) elemanlarina ait denge denklemi Denklem 3.31 ile elde
edilmis olur. Bu denklem, Denklem 3.32.a ve 3.32.b’deki diizenlemeler yapilarak tekrar
yazilirsa; denge denkleminin Denklem 3.33’deki gibi rijitlik terimleri, yer degistirme

bilesenleri ve yiik bilesenleri arasindaki bilinen bagintiya doniistiigli goriiliir.

[K.]=h [ [B]' [D][B]dxdy (3.32.a)

alan

[£.]=nh | [N] {X}dxdy +h | [N] {X}ds (3.32.b)

alan yiizey
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[K.]{d.} ={f} (3.33)

[Ke] eleman rijitlik matrisi, [fe] elemanin yiik vektorii olmak iizere, Denklem 3.33 ile

son halini alan eleman davranis denklemi, sistemdeki mevcut her eleman igin
olusturularak; eleman davranis denklemlerinin elde edilmesi asamasi tamamlanir.
Ardindan Bolim 2.4.6’da Ozetlenen analiz asamalarinin igiinciisii olan “Sistem
Davranis Denkleminin Elde Edilmesi” asamasinda, elde edilen eleman denklemleri
elemanlar aras1 yer degistirme siirekliligini saglayacak sekilde toplanarak; tiim yapiya
ait davrams denklemi elde edilir. Analizin bir sonraki “Yer Degistirme
Bilinmeyenlerinin Hesaplanmasi” asamasinda ise, elde edilen sistem davranig denklemi,
bilinen yer degistirme sinir kosullarim saglayacak sekilde degistirildikten sonra;

bilinmeyenleri diigiim noktast yer degistirmeleri olan dogrusal bir cebirsel denklem

takim1 elde edilir. Global koordinatlardaki bu denklem takimui, [ng] sistem rijitlik

matrisi, {Asg} yer degistirme bilinmeyenleri vektoril ve {P g} sistem yiik vektorii olmak

S;

tizere, Denklem 3.34’deki gibidir.

(K, [{a.}={r,} (3.34)

Bu denklem takiminin ¢oziimii ile, sistemin tiimiine ait global koordinatlardaki yer
degistirme bilinmeyenleri elde edilir ve son olarak “Eleman Gerilmelerinin Hesab1”
asamasinda, sisteme etkiyen dis yiikler nedeniyle elemanlarda olusan gerilmeler,
gerilme — yer degistirme iliskisini veren Denklem 3.25°deki esitlik ile elde edilir.
Dogrusal iicgen elemanlar i¢cin bu denklem ile eleman gerilmelerinin elde edilmesi
sirasinda koordinat doniisiimiine ihtiya¢ yoktur. Ciinkii bu elemanlarda global
koordinatlardan lokal koordinatlara gecis, ekstra bir kolaylik saglamaz. Denklem
3.25’in sistemde mevcut her eleman i¢in uygulanmasiyla tiim kuvvet bilinmeyenleri de

elde edilmis olur ve analiz tamamlanir.

3.2. BILGISAYAR PROGRAMI

Diizlem elastisite problemlerinin bilgisayar ortaminda FEM ile analizini
gerceklestirmek amaciyla, Oztorun tarafindan gelistirilen TUNAL [1] programinin hali

hazirda cerceve ve kafes kiris tipi elemanlardan olusan sistemlerin iki boyutlu analizini
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yapan boliimiinde modiiller olusturulmustur. Bu modiiller, diizlem elastisite
problemlerinin Boliim 3.1’de formiilasyonu elde edilen dogrusal iiggen (CST)
elemanlardan olusan ag modelleri ile analizini gerceklestirmektedir. Olusturulan bu
modiiller ve yapilan baz1 degisikliklerle kaynak programin tez kapsamindaki hali, CST
olarak isimlendirilmistir. Program, FORTRAN programlama diliyle hazirlanmig 1258
satirlik program koduna sahiptir. Kullanict tarafindan olusturulan bir adet data
dosyasindaki verileri kullanarak; sistemin analizini gerceklestiren program, iki adet
sonu¢ dosyas1 iliretmektedir. Dogrusal — elastik sinirlar i¢inde homojen ve izotrop
malzeme kabulilyle kafes kiris, cerceve ve / veya CST elemanlarindan olusan yapi
sistemlerinin iki boyutlu analizini yapan bu programin akis semasi, Sekil 3.3’deki

gibidir.

Comn )

A

/ Data dosyasindaki verileri oku /

Sistem band genisligini hesapla

\ 4

Eleman rijitlik matrislerini hesapla

\ 4

Sistem rijitlik matrisini olustur ve evrigini hesapla

.

Sistem yiik vektoriinii olugtur

A 4

Yer degistirme bilinmeyenlerini hesapla

A 4

Eleman i¢ kuvvetlerini hesapla

(o)

Sekil 3.3 Programin akis semast
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3.2.1. Data Dosyasi

Data dosyasi, incelenen sistemin analizi i¢in gerekli parametrelerin bulundugu ortam
olup; sistem, programa bu ortamda bulunan veriler ile tamtilmaktadir. Kullanict
tarafindan herhangi bir editor vasitasiyla olusturabilen bu dosya, program ile ayni klasor
icerisinde bulunmalidir. Dosyada sistemi olusturan elemanlara ait tip bilgisi, diigiim
noktalarinin numara ve koordinat bilgileri, sinir sart1 bilgileri, konsantre yiik bilgileri ile
elemanlarin baglandigi diigiim noktalar1 ve sahip olduklart malzeme cesitlerine ait
bilgiler depolanmaktadir. Takip kolaylig1 acisindan ve olasi bir hatanin tespiti agisindan

bloklar halinde yazilan data dosyasi, su satir ve bloklardan olusur:

a) Baslik Satiri: Data dosyasinin ilk satiridir. Programda BASLIK alfasayisal degiskeni
ile tammlanan bu satir, genellikle analizi yapilacak sistemi tanimlayici bir ciimleden

olusur.

b) Tip Bilgisi Satiri: Data dosyasimn ikinci satiridir. Programda TIP alfasayisal
degiskeni ile tanimlanan bu satir, sistemi olusturan elemanlarin tiirii hakkinda bilgi
verir. Program kafes kirig, cerceve ve CST elemanlarindan olusan sistemlerin iki
boyutlu analizini yapabildiginden; bu satira TIP degiskenine karsilik olarak TRU, FRA,
CST ya da sistem farkli tipteki elemanlarin kombinasyonundan olusuyorsa KOM
yazilir. Girilen bu tip bilgisine baglh olarak program tarafindan nokta serbestlik sayisi,

eleman diigiim noktasi sayis1 ve eleman malzeme 6zellik sayis1 atamasi yapilir.

c) Nokta Bilgisi Blogu: Bu blokta programa, sistemin sahip oldugu diigiim noktalarinin
sayisi, numaralar ve koordinat bilgileri tanitilir. Blogun ilk satirinda blok ismi ve ikinci
satirinda toplam diigiim noktasi sayisi belirtilir. Daha sonraki satirlar ise, her diigiim
noktasi igin ayr bir satirda belirtilmek iizere; sirasiyla diigiim noktasinin numarasi, x

koordinati ve y koordinat1 bilgilerini igerir.

d) Swumir Sarti Blogu: Bu blokta, programa sistemin sahip oldugu sinir sartlari tamtilir.
Blokta sadece serbestlik sinirlamasi yapilan diigiim noktalarina ait bilgiler bulunur.
Yani hicbir serbestlik sinirlamasi yapilmayan bir diigiim noktasi, bu blokta belirtilmez.
Bir diigiim noktasinda herhangi bir serbestligin simirlandirilmast halinde, bu blokta bu

diigim noktasmin smurlandirilmis  serbestligine  karsihik gelen alana 17,
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sinirlandirnilmamig serbestligine karsilik gelen alana “0” yazmak suretiyle sinir sarti
tanimlamasi yapilir. Blogun ilk satirinda blok ismi ve ikinci satirinda sistemde sinir
sartina sahip toplam diigiim noktasi sayist belirtilir. Daha sonraki satirlarda sirasiyla
sinirlandirilan diigiim noktasinin numarasi, x ve ardindan y yonlerindeki sinir sarti
durumu ve nokta eger bir zorlanmis dis yer degistirme etkisinde ise sirasiyla bu yer
degistirmenin x ve y yonlerindeki degerleri belirtilir. Bu bilgiler, sistemde sinir sartina
sahip her diigiim noktas1 i¢in ayr1 bir satirda olacak sekilde, belirtilen sirayla girilerek

blok tamamlanir.

e) Yiik Bilgisi Blogu: Bu blokta ise, programa sistemin sahip oldugu yiikler tanitilir. D1s
yiiklerin agiklik yiikii olmasi halinde, bunlar 6ncelikle diigiim noktasi yiiklerine
doniistiiriiliir ve programa diigiim noktas1 yiikleri olarak tanitilir. Blogun ilk satirinda
blok ismi ve ikinci satirinda sistemdeki mevcut yiikli diigiim noktas1 sayist belirtilir.
Daha sonraki satirlarda ise, sirasiyla yiikiin etkidigi diigiim noktasinin numarasi, x ve
ardindan y yoniindeki dogrusal yiik bilesenleri belirtilir. Eger sistemde cerceve
elemanlar mevcut ise ve de diigiim noktalarinda agisal yiik bilesenleri bulunuyorsa, bu
degerler de son yiik bileseni olarak girilir. Bu bilgiler, sistemde mevcut her yiikli
digiim noktasi i¢in ayr1 bir satirda olacak sekilde, belirtilen sirayla girilerek blok

tamamlanir.

f) Eleman Bilgisi Blogu: Programa bu blokta, sistemin sahip oldugu elemanlar ve bu
elemanlara ait bilgiler tanitilir. Blogun ilk satirindaki blok ismini tanimlayan degiskene
karsilik olarak; kafes kirig tipi elemanlar icin TRU, ¢erceve tipi elemanlar icin FRA ve
CST elemanlan icin CST yazilir. Eger sistemde birden fazla tiirde eleman varsa, her
eleman tiirii i¢in ayr1 bir eleman bilgisi blogu olusturulur. Ikinci satirda ise, blogun ait
oldugu eleman tiiriinde sistemdeki mevcut eleman sayisi belirtilir. Daha sonraki
satirlarda da sirasiyla elemanmin numarasi, sahip oldugu malzeme ¢esidi numarasi ve
baglandig1 diigiim noktalarinin numaralart belirtilir. Bu bilgiler, blogun ait oldugu
eleman tiiriinde sistemdeki mevcut her eleman i¢in ayrn bir satirda olacak sekilde

girilerek blok tamamlanir.

g) Malzeme Bilgisi Blogu: Bu blokta programa, sistemdeki elemanlarin sahip oldugu

malzeme ve kesit Ozellikleri tamitilir. Blogun ilk satiri, sistemin kafes kiris tipi
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elemanlardan olugmasi halinde TRM, cerceve tipi elemanlardan olugmasi halinde FRM,
CST elemanlarindan olusmasi halinde ise CSM ile tanimlanir. ikinci satirda belirtilen
eleman tipine ait malzeme cesidi sayisi girilir. Daha sonraki satirlarda malzeme 6zellik
numarasi ve malzemenin ait oldugu eleman tipine bagl olarak; elastisite modiilii, kesit
alani, atalet momenti, kesit kalinli§i ve poisson orami bilgilerinden gerekli olanlar
girilir. Eger analizi yapilan sistem, birden fazla tipte eleman grubu igeriyorsa; her tip

icin ayr bir malzeme bilgisi blogu olusturulmalidir.
3.2.2. Programin Isleyisi

3.2.2.1. Data Dosyasindaki Verilerin Okunmast

Program, MAIN PROGRAM olarak adlandirilan bir ana program, BOYUT ve BODY
olarak adlandirilan iki biiyiik alt program ve on bes kiigiik alt programdan olugmaktadir.
Ana programin ilk asamasinda program icerisinde kullanilacak degiskenlere iliskin tiir
tanimlamalar yapildiktan sonra; ikinci asamada data dosyasina depolanan veriler
okunur. Bu asamada data dosyasindan formatsiz olarak okutulan veriler, program
icerisinde daha sonradan kullanilmak iizere ilgili dizilere kaydedilirken; bir taraftan da

programin sonug dosyalarindan OUT uzantili dosyaya formath olarak yazdirilir.

Veriler, formatsiz okutuldugu i¢in okunma sirasina dikkat edilmelidir. Bashik ve tip
bilgisi satirlarinin ardindan Boliim 3.2.1°de verilen sira ile blok bilgiler okutulabilir.
Ancak bloklar arasinda mutlaka belirtilen siranin takip edilmesi zorunlu degildir.
Bloklar, kendi iclerindeki veri giris sirasinin degismemesi kaydiyla farkli siralarda da

girilebilir.

3.2.2.2. Sistem Band Genisliginin Hesaplanmast
Kosegenin iistiinde ve altinda belli sayidaki siralarda sifirdan farkli elemanlart bulunan,

diger elemanlar1 ise tamamen sifir olan matrise “band matris” denir [29].

Simetrik, kare matrisler olan sistem rijitlik matrisleri, band matrislerdir. Sistemin analizi
icin gerekli olan rijitlik terimleri, bu matrislerde Sekil 3.4’de de goriildiigii iizere bir
band zarfi i¢cindedir. Gergekte ¢ogu problemde, matrisin yarisindan daha az bir kismini

olusturan bu zarf, ¢oziim icin yeterlidir.
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Bandh ¢6ziimlerde diigiim noktalarinin numaralanmasi ¢ok onemlidir. Ciinkii band
genigligi, direkt olarak diigiim noktalarinin numaralanma sekline bagh olup; NBAND
degeri, problemin yarim band genisligini; MF degeri, sistemin sahip oldugu
elemanlarda diigiim noktalarinin serbestlik numaralarindaki maksimum farki géstermek

tizere (NBAND = MF + 1) esitligi ile elde edilir.

Sekil 3.4 Yarim band genisligi

Programda NBAND degeri, ana program tarafindan boyut uyarlamasi yapmak iizere
cagrilan BOYUT alt programinda hesaplanir. Bu alt program 6ncelikle her eleman i¢in
diigiim noktalarina ait serbestlik numaralarini belirler ve bunlar 1J(K) isimli bir diziye
kaydeder. Ardindan BAND alt programi ile incelenen eleman icin olusturulan 1J(K)
dizisi kullanilarak; ( NBAND = MF + 1 ) esitligi ile NBAND degeri hesaplanir. Bu
islem, her eleman icin tekrarlanir. Bir eleman icin elde edilen NBAND degeri, bir
onceki elemana ait deger ile kiyaslanarak; bu iki degerden biiyilk olamn NBAND
degiskenine atanir. Her seferinde biiyiik degerin alinmasi ile eleman sayis1 kadar ¢alisan
dongii sonucunda maksimum NBAND degeri, yani sistemin yarim band genisligi elde
edilir. Elde edilen bu deger ile sistem rijitlik matrisi, daha kii¢iik bir alana depolanacak
ve boylece analiz i¢in yapilacak islem hacmi ile harcanacak siire azaltilarak;

bilgisayarmn hafizas1 optimum diizeyde kullanilmis olacaktir.

3.2.2.3. Eleman Rijitlik Matrislerinin Hesaplanmast

Bu asamada, sistemi olusturan elemanlara ait global koordinatlardaki rijitlik matrisleri
elde edilir. Programda eleman rijitlik terimlerinin hesab1 ve analizin tamamlanmasi igin
geri kalan tiim islemler, BODY alt programinda gerceklestirilir. Bu alt programda
rijitlik terimleri, sistemdeki mevcut eleman sayis1 kadar calisan bir DO dongiisiiyle elde
edilir. Sistemin farkl tiirde elemanlardan olusmasi halinde, her eleman tipi i¢in ayr bir

dongii calistiilir. Dongiide incelenen eleman icin Oncelikle verilerin okunmasi
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asamasinda dizilere depolanan eleman malzeme 6zellik ve diigiim noktas1 koordinat
bilgileri bu asamada degiskenlere atanir. Ardindan elemanin sahip oldugu diigiim
noktalarindaki yer degistirme serbestlikleri numaralandirilir. Elemana ait bu gerekli
bilgilerin elde edilmesinin ardindan, elemanin kafes kiris tipi eleman olmasi halinde
TR2G alt programu ile, ¢erceve tipi eleman olmasi halinde FR2G alt program ile,
diizlem gerilme / sekil degistirme tipi eleman olmasi halinde ise CSTG alt programu ile

elemana ait rijitlik terimleri hesaplanir.

Tez kapsaminda olusturulan CSTG alt programi, diizlem elastisite problemlerinin
analizinde kullanilacak CST elemanlarinin rijitlik terimlerinin hesabin1 yapar. Bu alt
program da bir alt programlar grubundan olusur. Ik olarak DBMAT alt programi ile
Denklem 3.32.a’daki B, D ve BT matrisleri elde edilir. DBMAT alt programinda
oncelikle, elemana ait diigiim noktalarinin koordinatlar1 kullanilarak B matrisinin

b, vec, terimleri bulunur. Ardindan bu matrisin transpozesi alinarak, BT ismi ile

kaydedilir ve son olarak D elastisite matrisinin terimleri elde edilir. Denklem 3.23 ve
Denklem 3.24’den goriildiigii iizere, iki diizlemsel hal i¢in elastisite matrisinin terimleri
farklidir. Bu ayrimi yapmak amaciyla, LTUR isimli bir degisken tanimlanmistir. Bir
BLOK IF yapisiyla degiskenin “1” degerini almasi halinde diizlem gerilme; “2”
degerini almasi halinde diizlem sekil degistirme haline ait terimler hesaplanir ve

elastisite matrisinin terimleri tek tek atanarak DBMAT tamamlanir.

Elde edilen B, D ve BT matrisleri Denklem 3.32°daki sira gozetilerek, iki boyutlu
matrislerin ¢arpimini yapan CARPIM alt programi ile carpilir ve son olarak bu ii¢
matrisin carpimini ifade eden 6x6’lik SEGEC matrisinin biitiin terimleri, eleman yiizey

alanmi ve kalinlik degerleriyle carpilarak; SE eleman rijitlik matrisi elde edilir.

3.2.2.4. Sistem Rijitlik Matrisi Olusturulmasi ve Evriginin Hesaplanmast

Programin bu asamasinda oncelikle sistem rijitlik matrisi olusturulur. Bilindigi iizere,
herhangi bir yapr sistemine ait sistem rijitlik matrisi, o sistemde bulunan tiim
elemanlarin katkisiyla olusur. Bu katki, her eleman i¢in elde edilen rijitlik terimlerinin
s0z konusu matrise eklenmesiyle saglanir. Programda eleman rijitlik terimlerinin TR2G,
FR2G veya CSTG alt programlarindan biriyle elde edilmesinin ardindan yine ayni

dongii icinde bulunan bir bagka alt program ADSTIF c¢agrilir. Bu alt program, incelenen
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elemana ait rijitlik terimlerini, sistem rijitlik matrisine yerlestirmektedir. Dongii ilk kez
calistiginda birinci elemana ait SE eleman rijitlik matrisi terimleri ST sistem rijitlik
matrisine kaydedilir. Dongiiniin sistemdeki mevcut eleman sayis1 kadar calismasi ile ST
sistem rijitlik matrisi elde edilir. Ancak dongii sonucunda band matris olan sistem
rijitlik matrisinin sadece band zarfinin iist yarisindaki terimler elde edilir. Ciinkii bu
matris, simetrik bir matristir ve zarfin bir yarisindaki terimler sistemin analizi igin

yeterlidir.

Sistem rijitlik matrisinin olusturulmasinda dikkat edilecek tek nokta, elemandan gelen
rijitlik terimlerinin sisteme ait matriste dogru alana yerlestirilmesidir. Bu nedenle

yerlestirme iglemi, serbestlik numaralarina gore yapilmaktadir.

Programin bir sonraki adiminda, ST matrisinin evrigi hesaplanir. Bu islem programdaki
mevcut INVERS alt programiyla gerceklestirilir. Ancak INVERS alt programui,
simetrik, kare matrislerin evrigini hesaplar. Bir 6énceki asamada elde edilen ST matrisi
ise, sadece band zarfin st yarisindaki terimleri iceren dikdortgen bir matristir. Bu
nedenle bandsiz ¢6ziim i¢in Oncelikle bu matrisin simetrik, kare matris haline ¢evrilmesi

gereklidir.

Orijinal programda bu matrisin evrigi, bandsiz ve bandl ¢oziim yapilarak; iki sekilde
elde edilmektedir. CST programinda ise, sadece bandsiz ¢oziim yapilmaktadir. Bandsiz
¢Oziim i¢in ilk adimda, sir sartt bilgileri kullanilarak sistemin tutulu serbestliklerinin
numaralart ve sayisi (KKK) bulunur. Bu say1 sistemin toplam serbestlik sayisi
(NDEPRE)’den cikarilarak sistemin serbestlik derecesi (III) bulunur. Ardindan bir
baska DO dongiisiiyle, tutulu olmayan serbestlik numaralar1 bulunur. Bdylece

hesaplanacak evrik kare matrisin boyutlari ile satir ve siitun numaralar1 elde edilir.

Bir sonraki adimda (NDEPRE x NDEPRE) boyutlarinda BKARE isimli bir matris
tanimlanir. Bu matrisin terimleri, bir 6nceki asamada elde edilen ST matrisinden alinir.
Bir DO dongiisiiyle, BKARE matrisinin iist iiggen terimleri yerlestirilir. Bagka bir DO
dongiisii ile de simetriden yararlanarak alt iicgen terimleri yerlestirilir. Ancak bu matris,
diyagonalde sifir terimler iceren, sinir sartlar1 tanimlanmamis sistem rijitlik matrisidir.

Determinanti sifir olacagindan evrigi de hesaplanamaz. Bu nedenle programda AKARE
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isimli bir matris tanmimlanir. Bu matris, sistemin sadece bilinmeyen serbestliklerine kars1
gelen rijitlik terimlerini iceren sistem rijitlik matrisidir. Bu matrisin terimleri, BKARE
matrisinden almir. Bunun i¢in bir DO dongiisityle, BKARE matrisinden sadece
bilinmeyen serbestliklere kars1 gelen terimler ¢ekilir ve yerlestirilir. AKARE’nin elde
edilmesinin ardindan INVERS altprogrami cagrilarak; olusturulan bu simetrik, kare

matrisin evrigi hesaplanir.

3.2.2.5. Sistem Yiik Vektoriiniin Olusturulmasi

Programin bu asamasinda sistem yiik vektorii olusturulur. Bu vektor, analizi yapilan
sistem lizerine etkiyen tiim yiiklerin konsantre diigiim noktas1 yiikleri olarak tanmtildig
vektordiir. Vektoriin her bir terimi, ait oldugu serbestlik dogrultusunda sisteme
uygulanan yiik degerini verir. Bu nedenle yiik vektoriiniin olusturulmasinda oncelikle

yiiklii serbestlik numarasi ve ilgili ylik degerinin bilinmesi gereklidir.

Yiikli serbestlik numaralari, yiikli nokta numaralarimi iceren NYUKLU dizisi
kullanilarak elde edilir. Bu serbestlige karsilik yiik degeri ise nokta yiikii degerlerini
iceren R dizisinden alinir. (Bu iki dizi, data okunmasi asamasinda olusturulmus
dizilerdir.) Ardindan bu yiik degeri, sistem yiik vektoriinde ilgili serbestlige ait alana
eklenir. Bu islemlerin, sistemdeki mevcut nokta yiikii sayis1 kadar calisan bir DO

dongiisii i¢inde tekrarlanmasi ile YUKVEK sistem yiik vektorii elde edilir.

3.2.2.6. Yer Degistirme Bilinmeyenlerinin Hesaplanmasi

Programin bu agamasinda, sistem yer degistirme vektorii elde edilir. Bu vektor, analizi
yapilan problemin bilinmeyenleri olan diigiim noktalarina ait yer degistirme
bilinmeyenlerini icermektedir. Orijinal programda bandli ¢6ziim neticesinde elde edilen
bu vektor, CST programinda bandsiz ¢oziim ile Denklem 3.35’den yararlanilarak elde

edilir.
(A =[K, ] {P.} (3.35)

-1
Denklemde {Asg} sistem yer degistirme vektoriinil, [ng] sistem rijitlik matrisinin

evrigini ve {Psg} sistem yiik vektoriinii gostermektedir. Bunlarin her {icii de sadece

bilinmeyen yer degistirmelere yani tutulu olmayan serbestliklere kars1 gelen terimleri
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icermelidir. Ancak programda bir onceki asamada elde edilen {Psg} vektoriine karsilik

gelen YUKVEK vektorii, tiim serbestliklere ait terimleri icerir. Bu nedenle programin

bu asamasinda bir ara islemle bu vektoriin sadece bilinmeyen yer degistirmelerine ait
terimler cekilir ve YKISA isimli bir vektore kaydedilir. Son olarak, [ng]-l “e karsilik

gelen AKARE evrik matris ile YKISA vektorii, Denklem 3.35’e gore carpilir ve DKISA

sistem yer degistirme vektorii terimleri elde edilir.

3.2.2.7. Eleman I¢c Kuvvetlerinin Hesaplanmast
Programin bu son asamasinda, diigiim noktalarina etkiyen yiikler neticesinde sistemi

olusturan her elemanda meydana gelen i¢ kuvvet degerleri hesaplanir.

Herhangi bir yapi sisteminin statik analizi sonucunda elde edilecek eleman ig
kuvvetlerinin, elemana ait lokal koordinat sisteminde hesaplanmasi gerekir. Ciinkii
statik analizin devaminda yapilacak kesit tayin ve tahkik hesaplar, lokal
koordinatlardaki degerler gore yapilir. Bu nedenle, sistemin kafes kiris ya da cerceve
tipi elemanlardan olusmasi halinde, programda 6ncelikle koordinat doniigiimii yapilir.

Bu doniisiim, Denklem 3.36’ya gore yapilir.
{aA}=[R]' {4} (3.36)

Denklemde [R]T elemana ait rotasyon matrisinin transpozesidir. Bu matrisin terimleri,
elemanin kafes kiris tipi eleman olmasi halinde TR2 alt programi, cerceve tipi eleman
olmasi1 halinde ise, FR2 alt programi ile elde edilir. {Aeg} ise, global koordinatlarda
eleman yer degistirme bilinmeyenlerini iceren vektordiir. Vektor terimleri, sistem yer
degistirme vektoriinden elemana ait olanlarin gekilmesiyle elde edilir. {A,} ise, lokal

koordinatlardaki eleman yer degistirme bilinmeyenlerini iceren vektor olup, terimleri

Denklem 3.36’ya gore carpim yapan CARP alt programu ile hesaplanir.

{A,} vektoriiniin Denklem 3.37°deki gibi, lokal koordinatlardaki eleman rijitlik matrisi

[K,] (Bu matrisin terimleri, elamanin kafes kiris tipi elman olmasi halinde TR2L alt

programi, cerceve tipi eleman olmasi halinde FR2L alt program ile elde edilir.) ile
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carpilmast sonucu, lokal koordinatlardaki aranan eleman i¢ kuvvet degerleri {P,} ile

elde edilir.
{P}=[K,]x{A,) (3.37)

Sistemin diizlem gerilme / sekil degistirme tipi elemanlardan olugmasi halinde ise,
koordinat doniisiimii ekstra bir kolaylik saglamamaktadir. Bu nedenle bu elemanlar icin
gerilme bilesenleri, global koordinatlarda hesaplanir. Bu tip elemanlara ait gerilme
bilesenlerinin elde edilmesi icin olusturulan dongiide 6ncelikle global koordinatlardaki
sistem yer degistirme vektoriinden elemana ait yer degistirme bilinmeyenleri cekilir ve

UG isimli diziye kaydedilir. Ardindan Boliim 3.2.2.3’te aciklanan DBMAT alt programi

cagrilir ve bu alt programdan elde edilen B matrisi, Denklem 3.38’deki {Aeg}’ye

karsilik gelen ve yer degistirme terimlerini iceren UG vektorii ile carpilarak; incelenen

elemana ait birim sekil degistirme vektorii {€} elde edilir.

{e}=[B]x{A,,} (3.38)

Dongiiniin son asamasinda ise, DBMAT alt programindan elde edilen D elastisite
matrisi, birim sekil degistirme vektorii {€} ile Denklem 3.39°daki gibi carpilarak global

koordinatlarda eleman i¢in aranan gerilme bilesenleri elde edilir.
{o}=[D]x{e} (3.39)

Eleman tipine gore Denklem 3.36 ile Denklem 3.37 veya Denklem 3.38 ile Denklem
3.39’daki islemleri gergeklestiren dongiilerin aym tiirdeki toplam eleman sayis1 kadar

calismasiyla tiim elemanlar i¢in i¢ kuvvetler elde edilir ve program sonlandirilir.

3.3.3. Programin Sonu¢ Dosyalari

Program, data dosyasindaki verilere gore analizini gerceklestirdigi her sistem i¢in iki
adet sonu¢ dosyasi iiretir ve bu dosyalara analiz sirasinda tamamladigi her agamanin
sonuclarint formatli olarak yazdirir. Bu dosyalardan biri OUT, digeri ise MAT

uzantilidir.
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OUT uzantili dosyaya, oncelikle incelen sistemi tanitmak amaciyla data dosyasindan
okutulan veriler formath olarak yazdirilir. Bunlar, diigiim noktalarina ait koordinat,
serbestlik ve yiik bilgileri ile elemanlara ait nokta baglanti ve malzeme Ozellik
bilgileridir. Bu tanmitim bilgilerinin ardindan elde edilen sistem yarim band genisligi,
maksimum matris sayisi, toplam nokta sayisi ve problem icin gereken satir sayisi
degerleri ile analiz sonuglarindan diigiim noktasi yer degistirmeleri ve eleman i¢ kuvvet

degerleri yazdirlir.

MAT uzantili dosyaya ise, analiz sirasinda olusturulan matrisler yazdirilir. Bunlar her
tip elemanin bulundugu sistemlerin sonu¢ dosyalarinda ortak olmak iizere sirasiyla,
global koordinatlardaki eleman rijitlik matrisleri, sistem rijitlik matrisi, sistem rijitlik
matrisinin evrigi ve sadece kafes kiris ve / veya cerceve tipi elemanlarin bulundugu
sistemlerin sonu¢ dosyalarinda olmak {iizere eleman rotasyon matrisleri, global
koordinatlardaki eleman yer degistirme vektorleri, lokal koordinatlardaki eleman rijitlik

matrisleri ve yer degistirme vektorleridir.
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4. BULGULAR

Detaylar1 B6liim 3.1°de verilen dogrusal iicgen (CST) elemanlarin formiilasyonunun ve
yine detaylar1 Bolim 3.2°de verilen CST programinin verifikasyonu amaciyla, diizlem
gerilme veya diizlem sekil degistirme hallerinin gerceklestigi problemlerin CST ve
SAP2000 programlariyla elde edilen niimerik ¢6ziim sonuglar ile analitik ¢6ziim

sonuclar karsilastirilmis ve bu boliimde bu 6rneklere yer verilmistir.

4.1. ORNEK 1: DUZGUN YAYILI YUK ETKIiSINDEKI BiR iNCE LEVHA

Sekil 4.1.a’da tiniform, statik ve diizlem i¢i sinir yiikleri etkisindeki dikdortgen bir levha
goriilmektedir. Problem, Oztorun’un calismasindan [30] alinmis olup; incelenen

levhada kullanilan kesite ve malzemeye ait 6zellikler, Tablo 4.1.a’da verilmistir.

’ T
1 N/en?? 1 Nem?
- —
- ? —
- —
- —
- 2cm — >
- _—
- —_—
e | —:
- — —>

‘ 12 cm }

Sekil 4.1.a Diizgiin yayil yiik etkisindeki levha

Tablo 4.1.a Ornek 1’e ait malzeme ve en kesit 6zellikleri

Malzeme No E (Nfem?) h (cm) 0
1 10x10° 1 0,3333

Levhanin her noktasinda analitik degeri 1 N/cm” olan o, gerilmesinin olustugu bu
diizlem gerilme probleminde y eksenine gore simetri olmasi nedeniyle, yarim sistemin
analizi yapilmistir. Sekil 4.1.b’de bu yarim sisteme ait geometrik bilgiler, yiikleme
bilgileri, sinir sart1 bilgileri ve diigiim noktalarindaki u, v yer degistirme bilesenlerinin

kesin ¢6ziim sonuglar1 goriilmektedir.
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@) 0.5N

v=-1.66650E-08

u=6.00000E-07 , 0.5N
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- ! 0.25N
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v=3.33300E-08

v=3.33300E-08

Sekil 4.1.b Matematik model ve diigiim noktasi yer deg. bil. analitik degerleri (cm)

Problem Sekil 4.1.c’de goriilen ve dogrusal iiggen elemanlardan olusan model

kullanilarak, CST ve SAP2000 programlart ile analiz edilmis ve elde edilen baz1 diigiim

noktasi yer degistirmeleri Tablo 4.1.b’de; baz1 elemanlarda olusan gerilme degerleri ise

Tablo 4.1.c’de verilmistir. Probleme ait diger biitiin veri ve sonuglara ise, Ek-1’de yer

verilmistir.

gl

6cm
2cm 2cm 2cm

) ® @, ;25w

§
S| p® @ @ = 0.5N

g (6]
25 00 (s} @ O o

5 [1z]
5 0@ o W @ U

§ (2]
2 D O ® o @ 0.25N
X

Sekil 4.1.c Ornek 1’de CST ve SAP2000 analizleri i¢in kurulan model
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Tablo 4.1.b Ornek 1’e ait baz1 diigiim noktasi yer degistirme bilesenleri

Diigiim No u (cm) v (cm)
1 CST 0,00000E+00 3,33300E-08
SAP2000 0,000E+00 3,333E-08
2 CST 0,00000E+00 1,66650E-08
SAP2000 0,000E+00 1,667E-08
3 CST 0,00000E+00  0.00000E+00
SAP2000 0,000E+00 0,000E+00
4 CST 0,00000E+00  -1,66650E-08
SAP2000 0,000E+00 -1,667E-08
5 CST 0,00000E+00  -3,33300E-08
SAP2000 0,000E+00 -3,333E-08
16 CST 6,00000E-07 3,33300E-08
SAP2000 6,000E-07 3,333E-08
17 CST 6,00000E-07 1,66650E-08
SAP2000 6,000E-07 1,666E-08
18 CST 6,00000E-07 2.13540E-21
SAP2000 6,000E-07 0,000E+00
19 CST 6,00000E-07  -1,66650E-08
SAP2000 6,000E-07 -1,667E-08
20 CST 6,00000E-07  -3,33300E-08
SAP2000 6,000E-07 -3,333E-08

Tablo 4.1.c Ornek 1’e ait bazi eleman gerilme degerleri

Eleman No 6, (N/em?) gy (N/em?) Tyy (N/em?)

1 CST 1,00000E+00 -1.110223E-16  2.357524E-16
SAP2000 1,000E+00 1,233E-17 -2,109E-16

3 CST 1,00000E+00  1.110223E-16  2.233443E-16
SAP2000 1,000E+00 -3,730E-17 -2,109E-16

5 CST 1,00000E+00 -1.665335E-16  1.920978E-16
SAP2000 1,000E+00 3,713E-17 -2,138E-16

7 CST 1,00000E+00  6.365987-314  1.799163E-16
SAP2000 1,000E+00 1,364E-16 -2,179E-16

18 CST 1,00000E+00  1.665335E-16  7.506852E-16
SAP2000 1,000E+00 -1,244E-17 1,737E-16

20 CST 1,00000E+00 -1.665335E-16  1.513783E-15
SAP2000 1,000E+00 -8,687E-17 -6,030E-16

22 CST 1,00000E+00  1.665335E-16 -7.444812E-17
SAP2000 1,000E+00 -1,614E-16 9,919E-16

24 CST 1,00000E+00  4.440892E-16 -9.926416E-17
SAP2000 1,000E+00 3,597E-16 -4,622E-16

Tablo 4.1.b’den goriildiigii lizere, dogrusal tiggen elemanlardan olusan aym ag yapisi
icin CST ve SAP2000 programlart aym yer degistirme degerlerini vermektedir. Bu
degerler ayrica, Sekil 4.1.b’den goriildiigii lizere analitik degerler ile aynmidir. Ayrica

Tablo 4.1.c’den goriildiigii iizere analitik degerleri 1 N/cm? olan oy gerilmeleri i¢in CST
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ve SAP2000 programlari ile ayni; analitik degeri sifir olan oy ve 1ty gerilmeleri i¢in ise

bu iki programdan farklar1 10'® mertebelerinde olan degerler elde edilmistir.

4.2. ORNEK 2: TEKIL YUK ETKIiSINDEKI BiR KONSOL KiRi$

Bu ornekte diizlem gerilme halinin gerceklestigi problemlere bir bagka 6rnek olan ve
Sekil 4.2.a’da goriilen diizlemi igerisindeki tekil P yiikii etkisindeki bir konsol kiris
incelenmistir. Problem, R. D. Cook’ dan [13] alinmis olup; bir sistemde dogrusal tiggen
elemanlarin diger sonlu eleman tiplerine kiyasla ne kadar iyi ya da kotii sonug verdigini
irdelemek amaciyla ele alinmustir. incelenen kiriste kullanilan kesite ve malzemeye ait

ozellikler ise, Tablo 4.2.a’da verilmistir.

d

7

10 cm | X

Sekil 4.2.a U¢ noktasindan etkiyen diizlem ici tekil yiik etkisindeki konsol kirig

Tablo 4.2.a Ornek 2’ye ait malzeme ve en kesit 6zellikleri

Malzeme No E (Nfem?) h (cm) 0
1 10 1 0,3

Problem, kaynak kitapta iki boyutlu dogrusal iicgen, ikinci dereceden (quadratic) iigcgen,
dogrusal dikdortgen ve dortgen, sekiz diigiim noktali dikdortgen ve dortgen
elemanlardan olusan sonlu eleman modelleri kurularak analiz edilmis; sonuclar B
noktasindaki o, gerilme degeri ile C noktasindaki v yer degistirmesi dikkate alinarak
karsilastirilmistir. Bu biiyiikliikler i¢in, kullanilan sonlu eleman tiplerine gore Sekil
4.2.b’de goriilen degerler elde edilmistir. Buradan goriildiigii tizere CST elemanlarindan
olusan model, en fazla eleman sayisina sahip olmasina ragmen bu problem i¢in analitik

¢Oziime en uzak sonuglar1 vermektedir.
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1B Analitik Degerler C
To=300 Nfem? ve=1,031 cm

L ] 2 L ]
og=71 Nlem? ve=0,264 cm =254 Nfem’ ve=0,987 cm
/ / / \ ® / [}
o5 =190 Nlem®>  v¢=0,502 em 0p=278 N/em? ve=1,035 em
[ ] [ ] 9
03=200 N/cm’ v¢=0,693 cm 05,=300 N/cm’ ve=1,028 cm

Sekil 4.2.b Ornek 2 icin Cook tarafindan ¢oziilen bazi sonlu eleman modelleri [13]

CST programinin ve kullanilan dogrusal iicgen eleman formiilasyonunun dogrulugunu
test etmek amaciyla bu problemde, ilk asamada Sekil 4.2.c’de goriilen kaba ag yapisi
kurulmustur. Olusturulan bu model, CST ve SAP2000 programlari ile analiz edilmis ve
B ile C noktalarinda dikkate alinan biiyiikliikler icin Tablo 4.2.b’deki degerler elde

edilmistir. Bu model i¢in probleme ait diger biitiin veri ve sonuglara ise, Ek-2’de yer

verilmistir.

)’T 20/3 N

A9 ® ® @ ®
H [11] = [ 20/3 N

7

@ ® @ ®@ @

1] g [5] © (9] [13] [17] 20/3 N
13 17
O ® 0 ® ® ®
2cm | 2cm | 2cm | 2cm | 2cm X
I [ 10 em I I

Sekil 4.2.c Ornek 2°de CST ve SAP2000 analizleri i¢in kurulan 1. model

Tablo 4.2.b Ornek 2’ye ait 1.model icin CST ve SAP2000 ile elde edilen degerler

g (Nfem®) ve (cm)
CST 106,4215 0,387495
SAP2000 106,42 0,387494
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Tablo 4.2.b’den de goriildiigii tizere CST ve SAP2000 programlari, ayn1 ag yapisi i¢in
aym yer degistirme ve gerilme degerlerini vermektedir. Ancak bu sonuglar, agda
kullanilan dogrusal iicgen elemanlar nedeniyle Sekil 4.2.b’de verilen analitik
degerlerden oldukca uzaktir. Bu nedenle gercek degerlere ulasmak amaciyla, daha fazla
sayida dogrusal iiggen elemandan olusan modeller hem CST hem de SAP2000
programlarinda analiz edilmis ve bu problem i¢in analitik degerlere yakin sonuglar,
ancak Sekil 4.2.d’de goriilen 640 elemanli model ile elde edilebilmistir. Bu model ile B
ve C noktalar i¢in elde edilen degerler, Tablo 4.2.c’de verilmistir. (Modele ait data ve
output dosyalarinin bulundugu Ek-2A, ekteki CD icerisinde verilmistir. Modelin ¢ok

fazla sayida elemandan olugmasi nedeniyle, bu model icin bandli ¢dziim yapilmistir.)

2cm

8x0.25 cm } 8x0.25 cm | 8x0.25cm | Ex0.25cm | 8x0.25 cm

10 cm | |

Sekil 4.2.d Ornek 2°de CST ve SAP2000 analizleri i¢in kurulan son model

Tablo 4.2.c Ornek 2’ye ait son model icin CST ve SAP2000 ile elde edilen degerler

o5, (Nfcm®) v (cm)
CST 305,8134 0,973384
SAP2000 305,82 0,973394

Sekil 4.2.b ve Sekil 4.2.d’deki modellerin karsilagtirllmasindan goriildiigii ve Boliim
2.4.6’da da belirtildigi iizere; dogrusal iicgen elemanlar, bir sonlu eleman modelinde
kiigiik gerilme ve sekil degistirme degisimlerinin oldugu bolgelerde iyidirler ve diger
durumlarda cok iyi sonu¢ vermeyebilirler [13]. Ayrica bu elemanlarla olusturulmus bir
sonlu eleman modeli, aym sayida dogrusal dikdortgen veya dortgen elemanlardan
olusan modele gore problemin analitik ¢oziimiine daha uzak sonuglar verirler [17].
Ancak, dogrusal iiggen elemanlarin belirtilen kusurlarina ragmen, bu elemanlardan
olusan ag yapisi tekrar tekrar iyilestirildiginde Sekil 4.2.d’den de goriildiigii iizere dogru

sonuclara yaklagmak miimkiindiir [13].
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4.3. ORNEK 3: DUZGUN YAYILI YUK ETKIiSINDEKiIi DELIKLi INCE
LEVHA

Bu ornekte ele alinan problem, Weaver ve Jonston’ dan [31] alimmustir. Sekil 4.3.a’da
merkezinde dairesel delige sahip, bir ince kare levha goriilmektedir. Levha, x
dogrultusunda ve diizlemi igerisindeki q=175 N/mm’ lik diizgiin yayil yiik etkisindedir.
Dolayisiyla levhada diizlem gerilme problemi olugmaktadir [15]. Kullanilan malzemeye

ve en kesite ait 6zellikler, Tablo 4.3.a’da verilmistir.
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Sekil 4.3.a Diizlemi icerisindeki diizgiin yayil yiik etkisindeki delikli ince levha [15]

Tablo 4.3.a Ornek 3’e ait malzeme ve en kesit 6zellikleri

Malzeme No E (N/mm?) h (mm) 0
1 7x10* 2,5 0,3

Boliim 2.5’de de belirtildigi gibi, bir dogrultuda iiniform ¢ekme etkisindeki bir levhada
dairesel bir delik etrafindaki gerilme dagilimi, ilk defa G. Kirsch tarafindan analiz
edilmistir. Kirsch’in ¢6ziimii, maksimum gerilmenin deligin smirinda meydana
geldigini (uygulanan c¢ekme gerilmesinin dogrultusuna dik yondeki capin ug
noktalarinda) ve uygulanan gerilmeden ii¢ kat daha biiyiik oldugunu géstermektedir [3].
Uglarindan op normal gerilmesiyle c¢ekilen boyle bir levhada meydana gelen
gerilmelerin kutupsal koordinatlardaki bilesenlerine ait Kirsch’in ¢6ziimii [6] ve [32]’de

Denklem 4.1°deki gibi verilmistir.
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1 1

o, =50 (1-§Z)+E<s0 (1+38*-48%)cos(26)
G, =%GO(I+§2)—%GO(1+3§4)cos(29) (4.1)

T, :—%60 (1-3&" +2&7)sin(26)

Burada o, radyal gerilme, oy tegetsel normal gerilme ve t,9 kayma gerilmesi olup; a
delik yaricap1 ve r levha iizerindeki bir noktanin delik merkezine uzakligin1 géstermek
tizere &=a/r’dir. Bu tiir bir levhada x, y eksenleri iizerinde olusan ve Denklem
4.1°deki bagimtilar ile hesaplanan analitik degerlere ait grafikler, [32] ve [6]’da Sekil

di
Or

4.3.b’deki gibi verilmistir.
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Sekil 4.3.b Diizlemi icinde diizgiin yayili yiik etkisindeki delikli levhada gerilmeler [32, 6]

[15]’de bu problemin analizi i¢in olusturulan ilk sonlu eleman modeli, Sekil 4.3.c’de
goriilmektedir. Elastisite teorisinden bilindigi {iizere, gerilme yigilmalar1 deligin
etrafinda meydana gelir ve bu bolgedeki gerilme degisimleri levhanin diger bolgelerine
kiyasla daha fazla olur. Bu nedenle delik ¢evresindeki gerilme degisimlerini daha iyi
analiz edebilmek amaciyla Sekil 4.3.c’de de goriildiigii iizere, delik etrafinda daha
kiiciik elemanlardan olusan daha sik1 bir ag yapisi olusturulmustur. Ayrica problem, her
iki eksene gore de simetrik oldugu icin bu levhanin sadece Sekil 4.3.a’da tarali alan
olarak gosterilmis ve Sekil 4.3.c’de detaylariyla verilmis olan %4’ iiniin analiz edilmesi
yeterlidir. Modelde, simetri diizlemleri disindaki hareketleri 6nlemek amaciyla x ve y
eksenleri iizerindeki diigiim noktalar1 kayici mesnetlerle tutulmustur. q diizgiin yayil
yiikii ise, 15, 20 ve 25. diiglim noktalarinda konsantre diiglim noktasi yiikii olarak

alinmastir.
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100 mm

10 15 512563 N

100 mm
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8750,00 N

3624,37 N

Sekil 4.3.c Ornek 3’de CST ve SAP2000 analizleri igin kurulan 1. model

Tablo 4.3.b Ornek 3’e ait 1.model icin CST progranu ile elde edilen bazi1 gerilme degerleri

Eleman No o, (N/mm’) o, (N/mm?) 7y, (N/mm’)
1 164,18130 13,97467 -7,909645

3 96,29526 11,32776 4,312368

5 76,99359 3,827866 2,385831

7 72,67058 0,7148115 1,034417

25 17,84627 -33,43880 -10,10097

27 49,88066 0,4613283 -10,27378

29 63,94895 1,551089 -3,651480

31 68,88141 1,120587 -1,411339

Tez caligmas1 kapsaminda da ilk olarak Sekil 4.3.c’deki model, CST ve SAP2000
programlariyla analiz edilmis; AB ve CD hattina komsu elemanlarda x ve y dogrultulart
icin Tablo 4.3.b’deki gerilme degerleri elde edilmistir. Bu degerler kullanilarak, soz

konusu elemanlarin merkezinde x ve y dogrultusunda olusan gerilmelerin, uygulanan

yilke oranini gosteren sirasiyla 6, .h/q ve c,.h / q degerlerinin, AB boyunca degisimi

icin yine sirasityla Sekil 4.3.d ve Sekil 4.3.e’deki grafikler elde edilmistir. CD boyunca
degisimleri icin ise, sirasiyla Sekil 4.3.f ve Sekil 4.3.g’deki grafikler elde edilmistir.
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Sekil 4.3.d Ornek 3’e ait 1. modelde AB hatti boyunca G, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.e Ornek 3’e ait 1. modelde AB hatt1 boyunca o, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.f Ornek 3’e ait 1. modelde CD hatt1 boyunca G, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.g Ornek 3’e ait 1. modelde CD hatt1 boyunca o, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.h Ornek 3°de CST ve SAP2000 analizleri icin kurulan son model

Tablo 4.3.c Ornek 3’e ait son model icin CST programu ile elde edilen bazi1 gerilme degerleri

Eleman No o, (N/mm?) o, (N/mm®) Ty (N/mm’)
1 2.003078E+02  1.498073E+01 -8.479391E+00
3 1.313018E+02  2.473868E+01  3.333331E+00
5 1.028986E+02  2.028432E+01  4.383558E+00
7 8.673030E+01  1.447783E+01  3.631310E+00
9 8.035470E+01  1.036694E+01  2.629474E+00
11 7.704983E+01  6.173535E+00  1.750294E+00
13 7.387872E+01  3.424206E+00  1.139212E+00
15 7.226090E+01  1.564153E+00  7.535420E-01
17 6.987918E+01  2.258081E-01  7.342127E-01
127 3.918843E+00 -5.950627E+01 -2.218143E+00
129 1.512915E+01  -1.652346E+01  -8.263537E+00
131 3.192037E+01  -2.309261E+00  -7.240953E+00
133 4.484697E+01  1.993129E+00 -5.077701E+00
135 5.276819E+01  2.261272E+00 -3.562243E+00
137 5.997477E+01  2.367637E+00 -2.458308E+00
139 6.468850E+01  1.866727E+00 -1.482977E+00
141 6.768956E+01  1.904797E+00  -9.890911E-01
143 6.965118E+01  2.907150E+00  -8.565557E-01
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Sekil 4.3.i Ornek 3’e ait son modelde AB hatti boyunca G, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.j Ornek 3’e ait son modelde AB hatt1 boyunca o, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.k Ornek 3’e ait son modelde CD hatt1 boyunca o, .h / q degisimi
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Sekil 4.3.1 Ornek 3’e ait son modelde CD hatt1 boyunca o, .h / q degisimi
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Bu problem icin analitik degerlere gore ¢izilmis Sekil 4.3.b’deki grafiklerden goriildiigii
tizere, 6=90° ve 270° icin tegetsel normal gerilme og’ya ait grafik, delik kenarinda
36(’dan baslayip delik merkezinden uzaklastikca azalmakta ve belli bir mesafe sonra o
degeriyle devam etmektedir. Yani 6=90° ve 270° icin delik kenarinda 6y maksimum
degerine ulagsmaktadir. Bu, levhada meydana gelen en biiyilk ¢ekme gerilmesidir ve
levhaya uygulanan ¢cekme gerilmesinin ii¢ katidir. Ayn1 ac1 degerleri i¢in radyal gerilme
bileseni o,’ye ait grafik ise, delik kenarinda sifirdan baslayip delik merkezinden
uzaklastikca bir miktar artmakta ve sonrasinda tekrar sifir olmaktadir. 6=0° ve 180°
icin o, ye ait grafik ise, delik kenarinda sifirdan baslayip, uzaklastik¢ca artmakta ve delik
merkezinden belli bir mesafe sonra 6y degeriyle devam etmektedir. Ayn1 ac1 degerleri
icin op’ya ait grafik ise, delik kenarinda -c,’dan baglamakta ve merkezden uzaklastik¢ca
azalarak, pozitif bolgeye gecip buradaki bir miktar artistan belli bir mesafe sonra sifir

olmaktadir. Yani bu hat {izerinde, tegetsel dogrultuda basing gerilmeleri hakimdir.

Analitik gerilme dagilimi yukaridaki gibi 6zetlenen bu problemin CST programu ile
analizi i¢in kurulan 1. modele ait grafiklerden de goriildiigii iizere, sistemin bu program
ile niimerik ¢oziimii neticesinde analitik grafiklere benzer grafikler elde edilmistir.
Ancak Ornek 2’de de oldugu gibi kurulan kaba ag yapisi nedeniyle Denklem 4.1 ile
verilen analitik degerlere yakin sonuglar elde edilememistir. (Ilk model icin probleme
ait diger biitiin veri ve sonuclara, Ek-3"de yer verilmistir.) Bu nedenle yine Ornek 2’de
oldugu gibi ag yapisi tekrar tekrar iyilestirilmis, her yeni model icin elde edilen gerilme

degerleri kullanilarak AB ve CD hatlar1 boyunca 6, .h/q ve c,.h / q dagilim grafikleri

cizilmis ve gercek degerlere yakin sonuglar, ancak Sekil 4.3.h’da goriilen model ile elde
edilebilmistir. (Burada ara modellere ait grafikler verilmemis, sadece ilk ve son
modellere ait grafikler verilmistir. Son modele ait data ve output dosyalarinin
bulundugu Ek-3A, ekteki CD igerisinde verilmistir. Son modelin ¢ok fazla sayida
elemandan olusmasi1 nedeniyle, bu model icin bandli ¢6ziim yapilmistir.) CST ve
SAP2000 programlar ile analiz edilen bu son modelde AB ve CD hattina komsu
elemanlarin merkezlerinde x ve y dogrultular icin elde edilen gerilme degerleri, Tablo
4.3.c’de verilmistir. Grafikler ise Sekil 4.3.i, Sekil 4.3.j, Sekil 4.3.k ve Sekil 4.3.1 ile
verilmigtir. Bu grafiklerin Sekil 4.3.b’de verilen grafikler ile kiyaslanmasindan
goriildiigli tizere, ilk modele nazaran bu model ile analitik degerlere olduk¢a yakin

sonuglar elde edilebilmistir.
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Bu oOrnekte de goriilmiistiir ki, dogrusal iicgen elemanlardan olusan ag yapisi tekrar
tekrar 1iyilestirildiginde gercek sonuclara ulasmak miimkiindiir. Ancak diger sonlu
eleman tiplerine nazaran kullanilan eleman sayis1 oldukc¢a fazla olmaktadir. Ayrica CST
programiyla niimerik analize ait grafiklerden goriilmektedir ki, 6=90° ve 270° icin
tegetsel normal gerilme op’ya ait grafik ve 6=0° ve 180° i¢in radyal gerilme o, ye ait
grafik, a delik ¢apim1 gostermek iizere yaklasik r=3a’dan itibaren o, degeriyle devam
etmektedir (Sekil 4.3.i ve Sekil 4.3.k). Benzer sekilde 6=90° ve 270° icin o,’ye ait
grafik ve 6=0° ve 180° icin op’ya ait grafik, yine yaklasik r=3a’dan itibaren sifir
degerine ulagmaktadir (Sekil 4.3.j ve Sekil 4.3.1). Yani [7] de de belirtildigi iizere, Saint
— Venant prensibinden hareketle delik merkezinden itibaren delik yarigapr a’ya nazaran
biiyiik uzakliklarda (=3a) gerilme yayilisindaki degisimin ihmal edilebilecegi sonucuna
varilir. Ayrica delik ile ayn1 merkezli ve r=3a yaricaph daire cevresindeki gerilmeler,

deliksiz levhadaki gerilmelere esittir.

4.4. ORNEK 4: ZATi YUKLER ETKIiSINDEKI BiR TUNEL - ZEMIiN SiSTEMi

Bu omekte, (x, y) diizlemi iizerindeki kesiti Sekil 4.4.a’da goriilen tipik bir tiinel —
zemin sistemi incelenmistir. Yeralti tiinelleri, geometrilerinin ve {iizerlerine gelen
yiiklerin karmasikligi, kaya ve kaplama malzemelerinin 6zel durumlan ve karsilikli
etkilesimleri nedeniyle analizi oldukca gii¢c yapilardir. Basit geometri ve yiik durumlar
diginda bu tip problemlerin analitik yontemlerle ¢oziimii ¢ok gii¢, hatta imkansizdir.
Hatta tiinelin acilmasi sirasinda tiinel ¢cevresindeki kayanin ve i¢ basincin uygulanmasi
ile de betonun c¢atlayacag1 goz Oniine alinacak olursa problemin analitik ¢6ziimii birkag
kat daha giiclesmektedir [33]. Bu bilgiler dogrultusunda bu &rnek i¢in sonlu eleman
analizi, tiinel kaplama malzemesinin ve zeminin dogrusal — elastik, homojen ve izotrop
davramig gosterdigi varsayimi ile sadece sistemi olusturan elemanlarin kendi agirhig
altinda yapilmistir. Sekil 4.4.a’da D tiineldeki beton kaplamanin i¢ ¢ap uzunlugunu, t
beton kaplamanin kalinhigin1 ve H tiinelin iizerindeki zemin tabakasinin yiiksekligini
ifade etmektedir. Kesit alan y eksenine gore simetrik oldugundan, sinir sartlari Sekil
4.4.b’deki gibi tanimlanmis yarim sistemin analizi yapilmistir. Tiinel kaplamasina ve
zemine ait 6zellikler Tablo 4.4.a’da, yarim sistemin sonlu eleman analizi i¢in kurulan
model Sekil 4.4.c’de, tiinel kesidine ait diigiim noktas1 numaralar1 Sekil 4.4.d’de ve

eleman numaralan ise Sekil 4.4.e’de goriilmektedir.
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Sekil 4.4.b Simetri nedeniyle analizi yapilan yarim sistem

Not: Problemdeki geometrik degerler, [33]’den alinmistir.
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Tablo 4.4.a Ornek 4’¢ ait malzeme ve en kesit 6zellikleri

Malzeme No E (N/m®) h (m) ) Y (N/m®)
1 (tiinel kaplamasi) 33x10° 1 0,2 25000
2 (zemin) 1x10® 1 0,3 21000
S ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N ~
5m| KOSm| Sm dm Oom .Om

5m| KO5Sm| 5.

(@]
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J

Sekil 4.4.c Analizi yapilan yarim sistem i¢in kurulan sonlu eleman modeli
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Sekil 4.4.d Tiinel kesidine ait diigiim noktas1 numaralar1

Sekil 4.4.e Tiinel kesidine ait eleman numaralar1
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Tablo 4.4.b Ornek 4’e ait baz1 diigiim noktasi yer degistirme bilesenleri

SAP 2000 CST
Diigiim No u (m) v (m) u (m) v (m)
84 0,000000 -0,048827 0,000000 -0,0598536
105 0,000000 -0,048841 0,000000 -0,0598713
134 0,000342 -0,049339 0,000430 -0,0604564
136 0,000334 -0,049346 0,000419 -0,0604654
173 0,000000 -0,049882 0,000000 -0,0610968
191 0,000000 -0,049894 0,000000 -0,0611120

Tablo 4.4.c Tiinel kesidine ait baz1 elemanlarda olusan gerilme degerleri

Eleman SAP2000 CST

No o (Nm) o, (Nm>) 1o, (Nm) | o.(Nm’) o, (Nm>) 1t (N/md)

1 2137296,46 -403719,48 377981,8 2764224,00 -496608,40 464402,00
4 -3661249,12 -567557,03 -47154,07 -4008310,00 -523814,60 -105050,10
13 1883702,07 29066,09 532995,96 2474315,00 -20498,81 577680,80
16 -3097004,38 -592157,55 515267,15 -3385004,00 -550699,40 540392,70
25 1242647,34 -271573,22 586994,25 1718858,00 -317481,20 581267,80
28 -2199222,02 -973819,13 950920,88 -2373076,00 -988129,40 1035427,00
38 407447,35 -861591,08 772054,54 723433,90 -915387,50 759283,70
41 -1118197,43 -1390042,36 940987,54 -1140016,00 -1469716,00 1014423,00
53 -391263 -1699905,91 1097536.,4 -238259,90 -1790867,00 1128708,00
56 -156622,38 -1587580,6 509604,57 -53586,65 -1695991,00 505161,20
70 -960881,56 -2779933,51 1438947,97 -931558,70 -2953796,00 1545272,00
73 441851,37 -1425833,99 -124813,34 598307,00 -1495622,00 -238358,60
85 -1214164,12 -3968467,29 1628399,18 -1246080,00 -4270224,00 1804976,00
88 549127,96 -943144,88 -674236,61 682815,80 -908196,30 -878058,60
98 -1175671,29 -5039838,19 1518020,19 -1211662,00 -5490808,00 1724770,00
101 188984,28 -422909,16 -881116,2 249786,60 -243133,90 -1116041,00
110 -1017250,93 -5902693,11 943538,48 -1027219,00 -6498047,00 1111724,00
113 -757088,01 64514,31 -586175,3 -818351,70 361802,50 -749197,70
122 -878998,57 -5853598,7 -792015,07 -875767,30 -6444151,00 -936385,70
125 -786197,66 -51924,28 562100,71 -844940,20 228859,90 720132,80
134 -910810,5 -4872521,94 -1277975,38 -914603,20 -5306496,00 -1439349,00
137 124302,58 -815373,2 727954,53 194322,20 -677538,90 943267,30
146 -863175,68 -3697588,54 -1266934,75 -841991,40 -3973267,00 -1377078,00
149 333865,03 -1492929,34 358545,68 443775,20 -1518756,00 504059,00
159 -659746,61 -2398792,62 -1081789,57 -580129,60 -2535056,00 -1123372,00
162 55288,09 -1832150,41 -115873,1 138672,80 -1964538,00 -72474,96
174 -298575,38 -1329862,52 -817303,82 -130900,20 -1368450,00 -805320,40
178 -234463,05 -1797280,14 -302293,92 -159646,20 -1951266,00 -323225,20
192 285872,04 -579964,33 -614865,54 575290,90 -580928,10 -580269,70
198 -410755,77 -1564131,52 -93521,69 -383673,60 -1670170,00 -97056,69
211 1156191,12 -200530,6 -548136,74 1595823,00 -217066,60 -535321,10
215 -1346085,2 -693310,42 -414468,21 -1444718,00 -690317,90 -441203,70
225 2028676,98 -13705,5 -571729,78 2608643,00 -59581,13 -617391,20
228 -2617237,21 -440673,74 -357287,21 -2840323,00 -382774,00 -371529,80
237 2426675,46 -436017,73 -403382,45 3062068,00 -532619,20 -493256,40
240 -3943514,92 -576161,77 180994,59 -4281084,00 -509490,20 251476,00
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Sekil 4.4.f Tiinel kesidine ait bazi elemanlarda olusan asal gerilmeler
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Zeminin boyutlan, gercekte Sekil 4.4.a’da gosterilen boyutlardan ¢ok daha biiyiik
olabilmektedir. Ancak tiinel i¢i gerilmelere bagh olarak, kazi ¢evresindeki kayalarin
tiilnel bosluguna yonelme isteginin yine kayalarin birbirine destek vererek bir denge
kurmalan seklinde acgiklanan “kemerlenme etkisi” nedeniyle; zeminin tiinelden, tiinel
capimn 2 - 3 misli uzaklikta bittigi varsayilarak yapilan bir diizlem sekil degistirme
analizi, tiinel cevresinde olusacak gerilmeleri hesaplamada ¢ogu kez yeterli olur. Bu
nedenle hem +x hem de #y yonlerinde tiinelin i¢ ¢apindan itibaren 3D uzakliginin
sinirladigl, Sekil 4.4.a’da goriilen alan dikkate alinmistir. Ayrica tiinel uzunlugu
boyunca dis yiiklerin degismeyip sabit kaldig1 g6z Oniine alinirsa; tiinelin herhangi bir
yerinde alinan kesit alanda olusacak gerilmeler ve sekil degistirmeler biitlin tiinel
uzunlugu boyunca ayni1 olacaktir. Bu nedenle de tiinel, z dogrultusunda birim uzunlukta

bir kesit alarak incelenmistir.

Analiz sonucunda tiinel kesidine ait bazi1 diigiim noktalarinin yer degistirmeleri icin
CST ve SAP2000 programlarindan elde edilen degerler, Tablo 4.4.b’de verilmistir.
Tablodan goriildiigii tizere, iki program arasinda yer degistirmeler acisindan %20’lere
varan farkli degerler elde edilmistir. Dolayisiyla, eleman gerilmelerinde de ayn1 oranda

farklar olusmus ve bu farklar, Tablo 4.4.c’de goriilmektedir.

Zati yiikler etkisinde tiinel kesidinin tepe noktalar1 olan 173, 182 ve 191. diigiim
noktalarinda ve taban noktalar1 olan 84, 97 ve 105. diigiim noktalarinda -y
dogrultusunda birbirlerine ¢ok yakin degerlerde diisey yer degistirme degerleri elde
edilmistir. Bu sonug, tepe diigiim noktalan icin gecerli olabilir ancak taban diigiim
noktalarinda sifira yakin, hatta tiinel kazis1 nedeniyle kaldirilan zemin hacmi ve bu
hacmin altindaki kismin ortamda bulunan su etkisiyle kabarma davramsi gosterme
olasiligi nedeniyle +y yoniinde yer degistirmelerin olusmasi beklenir. Ancak bu
problemde, tiinel kazist i¢in kaldirilan zemin hacminin etkisi dikkate alinmamis ve
ayrica ortamda su bulunmadigi, kabarmanin gerceklesmedigi varsayimmiyla zati yiikler
altinda dogrusal — elastik analiz yapilmistir. Bu nedenle taban diiglim noktalar1 i¢in

Tablo 4.4.b’deki degerler elde edilmistir.

Tiinel kesidine ait elemanlarin orta noktalarinda elde edilen (x, y) diizlemlerindeki

gerilmeler, asal normal gerilmeler ve bu gerilmelere ait dogrultular ise Tablo 4.4.c’de
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verilmigtir. Kesidin i¢ ve dis cemberlerine komsu elemanlardaki asal gerilmeler ve
dogrultulari, Tablo 4.4.c’deki o , 6y ve 14, degerleri kullanilarak, doniisiim formiilleri
ile hesaplanmis ve Sekil 4.4.f’de gosterilmistir. Tablo 4.4.c’den ve Sekil 4.4.f’den
goriildiigli iizere analiz sonucunda maksimum ¢ekme gerilmeleri, tiinelin i¢ cemberine
sinir tepe bolgesindeki 1, 13, 25. elemanlarda ve taban bolgesindeki 211, 225 ve 237.
elemanlarda gerceklesmistir. Maksimum basing gerilmeleri ise, tiinelin ic ¢emberine
komsu orta bolgedeki 70, 85, 98, 110, 122, 134, 146, 159. elamanlar ile dis cembere
komsu tepe bolgesindeki 4, 16 ve taban bolgesindeki 228, 240. elemanlarda
gerceklesmistir. Ayrica analiz sonucunda goriilmiistiir ki, zemin elemanlarinda ¢ekme
gerilmeleri olusmamis ve elemanlardaki asal gerilmeler, her iki dogrultu i¢in de
maksimum degerlerini -34.50 m hattina komsu elemanlarda alirken, -9.50 m

seviyelerine dogru azalarak minimum degerlerini almaktadir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada kose noktalarinda bulunan ii¢ diigim noktasina sahip ve her diigiim
noktasinda maksimum iki dogrusal yer degistirme bileseni bulunabilen dogrusal iicgen
elemanlarm olusturdugu modeller kullanilarak; FEM ile diizlem elastisite
problemlerinin analizi gerceklestirilmistir. Dogrusal iicgen elemanlarin formiilasyonuna
gore analiz yapan, tez kapsaminda olusturulmus modiillerin dogrulugunu test amaciyla;
diizlemi icerisinde diizgiin yayili yiikler etkisindeki bir levha, diizlemi igerisinde
bulunan tekil yiik etkisindeki bir konsol kiris, yine diizlem i¢i diizgiin yayil yiikler
etkisindeki delikli bir ince levha ve son olarak sadece sistemi olusturan elemanlarin zati

agirhig etkisindeki bir tiinel problemi incelenmistir.

Boliim 4.1°de tiniform, statik ve diizlem i¢i sinir yiikleri etkisindeki dikdortgen bir levha
incelenmistir. Diizlem gerilme halinin olustugu bu problem icin 24 dogrusal iiggen
sonlu elemandan olusan model, hem CST hem de SAP2000 programu ile analiz edilmis
ve aynmi ag yapist i¢in her iki programda da aymi diigiim noktasi yer degistirmeleri,
elemanlarda x dogrultusu icin aynm ¢ekme gerilmeleri ve y dogrultusundaki normal
gerilmeler ile (x, y) diizlemindeki kayma gerilmeleri icin 10"® mertebelerinde farklar
bulunan degerler elde edilmistir. Bu fark da programdaki islemlerde yapilan
yuvarlamalardan kaynaklanmigtir. Ayrica problemin basit olmasi nedeniyle kurulan
kaba ag yapisi icin iki programdan elde edilen niimerik ¢6ziim sonuglarinin, analitik

¢Oziim sonuglar ile aynmi oldugu goriilmiistiir.

Boliim 4.2’de diizlemi icerisindeki tekil yiik etkisinde bulunan bir konsol kirig
incelenmistir. Bu problem i¢in ilk asamada 20 dogrusal iicgen elemandan olusan sonlu
eleman modeli, yine CST ve SAP2000 programlan ile analiz edilmis ve yine ayni
elemanlardan olusan ayni ag yapist i¢in aym diiglim noktasi yer degistirmeleri ve
eleman gerilmeleri elde edilmistir. Ancak bu ag yapisi icin elde edilen sonuclarin
analitik ¢oziimlerden oldukca uzak oldugu ve bu problemde kaba ag yapisi ile dogrusal

licgen elemanlarin iyi sonuglar vermedigi goriilmiistir. Bu problem icin gercek
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degerlere ulasmak amaciyla ag yapisi iyilestirilerek, kullanilan eleman sayisi arttirilmis
ve aranilan gercek ¢oziime 640 dogrusal iicgen elemandan olusan sonlu eleman modeli
ile yaklasilmigtir. Ayn1 problem [13]’de Sekil 4.2.b’de goriilen dogrusal iigcgen eleman,
dort diigiim noktali dortgen ve dikdortgen eleman, alti diigiim noktali ticgen eleman,
sekiz diigiim noktali dortgen ve dikdortgen elemanlardan olusan ¢esitli sonlu eleman
modelleri ile ¢oziilmiis ve analitik degerlere en yakin sonuglar, sadece 2 adet sekiz
diigiim noktali dikdortgen elemandan olusan ag yapist ile elde edilmistir. Buradan
dogrusal licgen elemanlardan olusan kaba ag yapisinin bu problem icin iyi sonuglar

vermedigi goriilmiistiir.

Boliim 4.3’de ilk defa G. Kirsch tarafindan ele alinmis, diizlemi igerisindeki diizgiin
yayili yiikler etkisinde ve merkezinde dairesel bir delik bulunan, ince bir levha problemi
incelenmistir. Kirsch’in bu problemde levhada olusan kutupsal koordinatlardaki gerilme
bilesenleri i¢in verdigi formiiller ve bu formiiller ile elde edilen simetri eksenleri
tizerindeki radyal ve tegetsel gerilmelere ait grafikler, [6], [7] ve [32] kaynaklarindan
elde edilmistir. Simetri nedeniyle levhanin %’ii i¢in hazirlanan dogrusal iiggen
elemanlardan olusan kaba ag yapis1i yine CST ve SAP2000 programlan ile analiz
edilmis ve bu iki programdan aym yer degistirme ve gerilme degerleri elde edilmistir.
Ancak bu kaba ag yapisi ile Kirsch’in problem i¢in verdigi analitik ¢6ziim sonuglarina
oldukg¢a uzak degerler elde edilmis ve bu nedenle bir 6nceki problemde oldugu gibi ag
yapisi iyilestirme yoluna gidilmistir. Her sonlu eleman modeli i¢in elde edilen sonuglara
gore, simetri eksenleri iizerinde olusan gerilmenin uygulanan gerilmeye oranini gosteren

o, .h/q ve c,.h / q degerlerinin grafikleri ¢izilmis (Not: ancak bu ¢alismada ilk ve son

modellere ait grafikler sunulmustur.) ve model iyilestirildiginde analitik ¢oziimlere ait

grafiklere yakin grafikler elde edilebilecegi goriilmiistiir.

Boliim 4.4°de ise, sadece zati agirliklar etkisinde bulunan bir tiinel — zemin sistemi
problemi incelenmistir. Bu problem icin kurulan Sekil 4.4.c’deki modelin CST ve
SAP2000 programlart ile analizi sonucunda, yer degistirme ve gerilme degerleri i¢in

Tablo 4.4.b ve c’de goriilen %?20’lere varan farklar elde edilmistir.

Incelenen bu problemler sonucunda goriilmiistiir ki; dogrusal iicgen elemanlar, bir sonlu

eleman modelinde kiigiik gerilme ve sekil degistirme degisimlerinin oldugu bolgelerde
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iyidirler ve diger durumlarda problemin zorluk derecesine baglh olarak, ¢ok iyi sonug
vermeyebilirler. Ayrica bu elemanlarla olusturulmus bir sonlu eleman modeli, ayni
sayida ikinci dereceden (quadratic) iiggen, dogrusal dikdortgen veya dortgen, kose ve
kenar orta noktalarinda olmak iizere toplam 8 diigiim noktali dikdortgen veya dortgen
(serendipity) gibi elemanlardan olusan modellere gore problemin analitik ¢6ziimiine
daha uzak sonuglar vermektedirler. Ancak bu elemanlarin da kullanilmasi gereken
durumlar hala mevcuttur ve bu nedenle bu elemanlarin kullanimi terk edilmemistir.
Ciinkii bu elemanlar, karmasik geometrilere adaptasyonlar1 nedeniyle c¢ok
kullanighdirlar ve bunlar, genelde keskin koseli karmasik geometriye sahip iki boyutlu
bir modeli olusturmak icin idealdirler. Ayrica basit geometrik 6zelliklere sahip iiggensel
yapisi nedeniyle bu elemanlar, ag olusturma islemi agisindan en basit olan sonlu eleman
tipidir. Belirtilen kusurlarina ragmen, bu elemanlardan olusan ag yapist tekrar tekrar

iyilestirildiginde dogru sonuglara yaklagmanin miimkiin oldugu goriilmiistiir.

Bu calisma sonucunda ayrica goriilmiistiir ki, incelenen herhangi bir problemdeki
sistemin gercek davramigim1 yansitan eleman formiilasyonlarin1 kullanmak ve bu
formiilasyonlan gerekli programlama bilgisi ile kodlamak suretiyle, kendi yapisal analiz
programlarimizi gelistirilebiliriz. Ayrica mevcut ve artan bilgi dogrultusunda bu
programlara ait eleman kiitiiphanelerinin gelistirilmesi ve bdylece uygulamada
kullanilan genel amach ticari analiz programlar1 kapasitesinde yazilimlarin gelistirilmesi

miimkiindiir, ancak kolay degildir.
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EKLER

EK-1

SEKIL 4.1.C DEKI MODELE AIT DATA

[ORNEK1] :
CST

NOK

20

0
0

0

N O

O NN

1
10 2 2
11 4 0

12 4 0.5

13 41

14 4 1.5

15 4 2

16 6 0

17 6 0.5

18 6 1

19 6 1.5
20 6 2
SIN

11000
21000
31100
41000
51000

YUK
5

16 0.25 O
17 0.50 O
18 0.50 0

19 0.50 O
20 0.25 0

CST

24



8 19 10 5
9 16 11 7
10 1 11 12 7
1117 12 8
12 1 12 13 8
1318 13 9
14 1 13 14 9
151 9 14 10
16 1 14 15 10
17 1 11 16 12
18 1 16 17 12
19 1 12 17 13
20 1 17 18 13
21 1 13 18 14
22 1 18 19 14
23 1 14 19 15
24 1 19 20 15
CsM

1

78

1 10000000 1 0.3333 O

[ORNEK1.OUT]: SEKIL 4.1.C DEKI MODELIN OUTPUT DOSYASI

Not: Sadece analiz sonuglari verilmigtir.

SISTEMIN BAND GENISLIGI 17
MAKSIMUM MATRIS SATIR SAYISI......... =235294
TOPLAM NOKTA SAYISI......ciiiuiiiennnn.. = 20
PROBLEM ICIN GEREKEN SATIR SAYISI....= 40

DENKLEMLER HESAPLANIYOR

HESAPLANAN NOKTA DEFORMASYONLARTI:

NOKTA DX-HAREKETI DY-HAREKETI QZ-HAREKETI
1 0.00000E+00 3.33300E-08
2 0.00000E+00 1.66650E-08
3 0.00000E+00 0.00000E+00
4 0.00000E+00 -1.66650E-08
5 0.00000E+00 -3.33300E-08
6 2.00000E-07 3.33300E-08
7 2.00000E-07 1.66650E-08
8 2.00000E-07 1.02450E-22
9 2.00000E-07 -1.66650E-08

10 2.00000E-07 -3.33300E-08
11 4.00000E-07 3.33300E-08
12 4.00000E-07 1.66650E-08
13 4.00000E-07 9.04549E-22
14 4.00000E-07 -1.66650E-08
15 4.00000E-07 -3.33300E-08
16 6.00000E-07 3.33300E-08
17 6.00000E-07 1.66650E-08
18 6.00000E-07 2.13540E-21
19 6.00000E-07 -1.66650E-08
20 6.00000E-07 -3.33300E-08
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DUZLEM GERILME ELEMANLARININ GERILMELERT:

ELEMAN GERILMEX GERILMEY GERILMEXY
1 1.000000E+00 -1.110223E-16 2.357524E-16
2 1.000000E+00 -4.996004E-16 -7.692972E-16
3 1.000000E+00 1.110223E-16 2.233443E-16
4 1.000000E+00 -4.440892E-16 -6.020154E-16
5 1.000000E+00 -1.665335E-16 1.920978E-16
6 1.000000E+00 -5.551115E-16 -8.127253E-16
7 1.000000E+00 6.365987-314 1.799163E-16
8 1.000000E+00 -2.775558E-16 -2.357524E-16
9 1.000000E+00 1.665335E-16 5.955849E-16
10 1.000000E+00 -1.110223E-16 3.412205E-16
11 1.000000E+00 3.330669E-16 7.941132E-16
12 1.000000E+00 -2.220446E-16 -8.425223E-17
13 1.000000E+00 3.330669E-16 5.955849E-16
14 1.000000E+00 -4.440892E-16 -5.211368E-16
15 1.000000E+00 3.885781E-16 9.926416E-16
16 1.000000E+00 -1.110223E-16 -5.335448E-16
17 1.000000E+00 5.551115E-17 1.191170E-15
18 1.000000E+00 1.665335E-16 7.506852E-16
19 1.000000E+00 6.365987-314 7.941132E-16
20 1.000000E+00 -1.665335E-16 1.513783E-15
21 1.000000E+00 2.775558E-16 3.970566E-16
22 1.000000E+00 1.665335E-16 —-7.444812E-17
23 1.000000E+00 8.881784E-16 3.970566E-16
24 1.000000E+00 4.440892E-16 -9.926416E-17
EK-2
[ORNEK2] : SEKIL 4.2.C DEKI MODELE AIT DATA
CsT
NOK
18
1 0 O
2 0 1
3 0 2
4 2 0
5 2 1
6 2 2
7 4 0
8 4 1
9 4 2
10 6 O
11 6 1
12 6 2
138 O
14 8 1
158 2
16 10 O
17 10 1
18 10 2
SIN

o O O

o O O
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YUK

3

16 0 6.6667
17 0 6.6667
18 0 6.6667

CST

1

20

11 1 4 2
2 1 4 5 2
31 2 5 3
4 1 5 6 3
5 1 4 7 5
6 1 7 8 5
7 1 5 8 6
8 1 8 9 6
9 1 710 8
10 1 10 11 8
111 8 11 9
12 1 11 12 9
13 1 10 13 11
14 1 13 14 11
151 11 14 12
16 1 14 15 12
17 1 13 16 14
18 1 16 17 14
19 1 14 17 15
20 1 17 18 15
CsM

1

1 10000 1 0.3 0

[ORNEK2.0UT] : SEKIL 4.2.C DEKI MODELIN OUTPUT DOSYASI

Not: Sadece analiz sonuglari verilmistir.
SISTEMIN BAND GENISLIGI.......ovvoun. =
MAKSIMUM MATRIS SATIR SAYISI......... =363636

TOPLAM NOKTA SAYISI........couuunnnn. =
PROBLEM ICIN GEREKEN SATIR SAYISI....=

DENKLEMLER HESAPLANIYOR

HESAPLANAN NOKTA DEFORMASYONLARTI:

NOKTA DX-HAREKETI DY-HAREKETI QZ-HAREKETI
1 0.00000E+00 0.00000E+00
2 0.00000E+00 0.00000E+00
3 0.00000E+00 0.00000E+00
4 1.93687E-02 2.51509E-02
5 5.94202E-05 2.41762E-02
6 -1.99118E-02 2.58580E-02
7 3.47008E-02 8.48140E-02
8 -3.14354E-04 8.42497E-02
9 -3.54083E-02 8.56269E-02

10 4.54700E-02 1.70967E-01
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11 -5.75541E-04 1.70704E-01
12 -4.66195E-02 1.71762E-01
13 5.18582E-02 2.74696E-01
14 -8.39975E-04 2.74754E-01
15 -5.34220E-02 2.75474E-01
16 5.38615E-02 3.87428E-01
17 -1.05376E-03 3.87495E-01
18 -5.59390E-02 3.88219E-01

DUZLEM GERILME ELEMANLARININ GERILMELERT:

ELEMAN GERILMEX GERILMEY GERILMEXY
1 1.064215E+02 3.192645E+01 4.836706E+01
2 -2.886841E+00 -1.061314E+01 -2.777390E+01
3 3.264846E-01 9.794537E-02 4.649262E+01
4 -1.038612E+02 -1.434045E+01 -2.708557E+01
5 8.102863E+01 1.456150E+01 4.047034E+01
6 -3.914205E+00 -6.817779E+00 -1.914748E+01
7 3.490658E+00 1.786510E+01 3.871360E+01
8 -8.060508E+01 -1.040949E+01 -2.003627E+01
9 5.731142E+01 1.154991E+01 3.100608E+01

10 -2.303017E+00 -3.323613E+00 -1.083982E+01
11 3.105139E+00 1.470357E+01 3.128204E+01
12 -5.811354E+01 -6.858189E+00 -1.144810E+01
13 3.423199E+01 7.636889E+00 2.237953E+01
14 -1.262452E+00 1.990683E-01 -2.590060E+00
15 2.033614E+00 1.118596E+01 2.300330E+01
16 -3.500315E+01 -3.301737E+00 -2.792568E+00
17 1.119731E+01 3.936998E+00 1.410740E+01
18 -9.528122E-01 3.869995E-01 5.598656E+00
19 1.198737E+00 7.558830E+00 1.457253E+01
20 -1.144324E+01 3.805891E+00 5.721619E+00
EK - 2A

[ORNEK2A] : SEKIL 4.2.D DEKI MODELE AIT DATA ve OUTPUT DOSYALARI
NOT1l: Cok fazla yer kaplamalari nedeniyle; Sekil 4.2.d’deki modele ait
data ve output dosyalari, diger Orneklere ait data ve output

dosyalarinin da bulundugdu, ekteki CD igerisinde verilmistir.

NOT2: C noktasi Sekil 4.2.d’deki modelde 365 no’lu diglim noktasina
karsi gelmekte wve B noktasi 1ise, 1 numarali eleman {lizerinde
bulunmaktadir.

EK-3

[ORNEK3] : SEKIL 4.3.C DEKI MODELE AIT DATA

CST

NOK

25

1 0 12.5
2 0 20.

3 0 37.5



62.5

100.
11.548494
18.477591
34.645482
57.742471
100.
8.8388348
14.142136
26.516504
44.194174
100.
4.7835429
7.6536686
14.350629
23.917715
41.421356
0.

[eNeNeNe]

0

4 0

5 0

6 4.7835429
7 7.6536686
8 14.350629
9 23.917715
10 41.421356
11 8.8388348
12 14.142136
13 26.516504
14 44.194174
15 100.

16 11.548494
17 18.477591
18 34.645482
19 57.742471
20 100.

21 12.5

22 20.

23 37.5

24 62.5

25 100.

SIN

10

1 1000

2 1000

3 1000

4 1000

5 1000
2101 00
2201 00
2301 00

24 01 00

25 0100
YUK

3

15 5125.6314 0
20 8750.

25 3624.3686 0
CsT

1

32

1 11 6 2
2 16 7 2
3 12 7 3
4 17 8 3
5 13 8 4
6 18 9 4
7 14 9 5
8 19 10 5
9 16 11 7
10 1 11 12 7
1117 12 8
12 1 12 13 8
1318 13 9
14 1 13 14 9
151 9 14 10
16 1 14 15 10
17 1 11 16 17
18 117 12 11

82



19 1 12 17 18
20 1 18 13 12
21 1 13 18 19
22 1 19 14 13
23 1 14 19 20
24 1 20 15 14
25 1 16 21 22
26 1 22 17 16
27 1 17 22 23
28 1 23 18 17
29 1 18 23 24
30 1 24 19 18
31 1 19 24 25
32 1 25 20 19
CSM

1

1 70000. 2.5 0.3 O
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[ORNEK3.0UT] : SEKIL 4.3.C DEKI MODELIN OUTPUT DOSYASI

Not: Sadece analiz sonuglari verilmigtir.

SISTEMIN BAND GENISLIGI.............. = 20
MAKSIMUM MATRIS SATIR SAYISI......... =200000
TOPLAM NOKTA SAYISI......ciieiiieennn.. = 25
PROBLEM ICIN GEREKEN SATIR SAYISI....= 50

DENKLEMLER HESAPLANIYOR

HESAPLANAN NOKTA DEFORMASYONLARTI:

NOKTA DX-HAREKETI DY-HAREKETI QZ-HAREKETI
1 0.00000E+00 -6.72921E-03
2 0.00000E+00 -1.05092E-02
3 0.00000E+00 -1.48994E-02
4 0.00000E+00 -2.17816E-02
5 0.00000E+00 -3.30779E-02
6 1.09331E-02 -7.65500E-03
7 1.01572E-02 -8.90134E-03
8 1.55490E-02 -1.28419E-02
9 2.47569E-02 -1.94295E-02

10 4.08791E-02 -3.12238E-02
11 2.01637E-02 -5.41604E-03
12 2.03015E-02 -4.87188E-03
13 3.02068E-02 -8.30810E-03
14 4.68598E-02 -1.36318E-02
15 1.00048E-01 -2.82302E-02
16 2.85014E-02 -2.65095E-03
17 2.96595E-02 -1.58572E-03
18 4.15624E-02 -3.61505E-03
19 6.28577E-02 -6.67777E-03
20 1.03448E-01 -1.06290E-02
21 3.06750E-02 0.00000E+00
22 3.36619E-02 0.00000E+00
23 4.60975E-02 0.00000E+00
24 6.87702E-02 0.00000E+00



25 1

DUZLEM GERILME ELEMANLARININ GERILMELERI:

.05491E-01

84

0.00000E+00

ELEMAN GERILMEX GERILMEY GERILMEXY
1 1.641813E+02 1.397467E+01 -7.909645E+00
2 8.704082E+01 8.852258E+00 -1.212295E+01
3 9.629526E+01 1.132776E+01 4.312368E+00
4 7.525382E+01 2.973336E+00 -5.079244E-01
5 7.699359E+01 3.827866E+00 2.385831E+00
6 7.224752E+01 5.944757E-01 2.866825E-01
7 7.267058E+01 7.148115E-01 1.034417E+00
8 6.904724E+01 -1.210061E-01 4.709192E-01
9 1.252444E+02 1.517356E+01 -1.313465E+01
10 6.572198E+01 -2.036938E+00 -1.368399E+01
11 9.856452E+01 2.103757E+00 3.037762E+00
12 7.122372E+01 -5.922893E+00 -3.506126E+00
13 8.069263E+01 1.074481E-01 1.722714E+00
14 7.116939E+01 -3.284551E+00 -1.022099E+00
15 7.384862E+01 3.589906E-01 6.207274E-01
16 7.048199E+01 -7.441414E-01 -1.582788E-01
17 5.091095E+01 -1.647787E+01 -3.180235E+01
18 6.164527E+01 1.184054E-01 -1.316670E+01
19 6.967754E+01 -1.146206E+01 -1.826262E+01
20 7.204893E+01 -2.358216E+00 -4.688018E+00
21 7.026854E+01 -4.926534E+00 -6.118474E+00
22 7.229316E+01 -1.147248E+00 -1.900081E+00
23 7.023343E+01 -1.158529E+00 -2.079353E+00
24 7.084625E+01 2.208997E-01 -5.161688E-01
25 1.784627E+01 -3.343880E+01 -1.010097E+01
26 2.350670E+01 -4.369274E+00 -6.222109E+00
27 4.988066E+01 4.613283E-01 -1.027378E+01
28 5.572019E+01 -1.189896E+00 —-4.744737E+00
29 6.394895E+01 1.551089E+00 -3.651480E+00
30 6.628619E+01 1.239088E-01 -2.008751E+00
31 6.888141E+01 1.120587E+00 -1.411339E+00
32 6.953831E+01 2.899079E+00 -9.832533E-01
EK -3A
[ORNEK3A]: SEKIL 4.3.H DAKI MODELE AIT DATA ve OUTPUT DOSYALARIT
NOT1l: Cok fazla yer kaplamalari nedeniyle;

data ve

EK-4

[ORNEK4] :

NOT1:

data wve

output

dosyalara,
dosyalarinin da bulundugu,

diger

Oorneklere
ekteki CD icerisinde verilmistir.

ait

data

ve

SEKIL 4.4.C DEKI MODELE AIT DATA ve OUTPUT DOSYALARI

output

diger

Cok fazla yer kaplamalari nedeniyle;
dosyalara,
dosyalarinin da bulundugdu,

orneklere
ekteki CD igerisinde verilmistir.

ait

data

ve

Sekil 4.3.h’daki modele ait

output

Sekil 4.4.c’deki modele ait

output
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